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Sinds het ontstaan van de digitale beeldverwerking is er nood aan technieken
voor het herbemonsteren van beelden van het ene rooster naar het andere. On-
danks deze vroege noodzaak wordt herbemonstering meestal stiefmoederlijk
behandeld. De wijde verspreiding van eenvoudige methoden zoals dichtste-
buur-interpolatie en bilineaire interpolatie wekt vaak verkeerdelijk de indruk
dat herbemonstering van beelden een eenvoudig proces is. Niets is echter min-
der waar. Het veelvuldig optreden van artefacten in beelden en beeldsequenties
die een rechtstreeks gevolg zijn van herbemonstering, bewijzen dat het belang-
rijk is om hier de nodige aandacht aan te besteden. Zo gebruiken de meeste
PostScript RIPs (Eng. Raster Image Processor) b.v. bilineaire interpolatie en
introduceren aldus vaak ongewenste artefacten zoals moire´-patronen. Een ver-
beterde aanpak van herbemonstering vraagt echter het incorporeren van vele
parameters die het ontwerp van een geschikt algoritme beı¨nvloeden. Dit werk
bestudeert, verbetert en introduceert nieuwe lineaire, niet-lineaire en vaaglogi-
sche herbemonsteringstechnieken voor beelden en beeldsequenties.
1.1.1 Overzicht van het werk
Digitale systemen stellen een signaal uit het continue domein voor aan de hand
van een aantal monsterwaarden op een gegeven rooster. Voor bepaalde doel-
einden is het noodzakelijk de monsterwaarden op een ander rooster te ken-
nen en dient men dus te herbemonsteren van het bron- naar het doelrooster.
Deze herbemonstering is sterk gekoppeld aan de wiskundige interpolatiethe-
orie. Uitgaande van de gegeven reeks monsterwaarden kan men een functie
in het continue domein reconstrueren m.b.v. een reconstructiefunctie die “ge-
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plaatst” wordt op elk van de roosterpunten. Deze voorstelling in het continue
domein wordt vervolgens bemonsterd op het doelrooster. De reconstructie-
functie stemt overeen met een klassieke interpolatiefunctie wanneer de recon-
structie de originele monsterwaarden doorkruist. Bekende voorbeelden zijn
dichtste-buur-interpolatie en lineaire interpolatie. In het vervolg van deze in-
leiding geven we een overzicht van de wiskundige basisconcepten die we no-
dig hebben voor dit werk. Zo introduceren we ondermeer periodieke roosters,
de fouriertransformatie en de interpolatietheorie. Naast het klassieke bemon-
steringstheorema van Shannon brengen we ook signaalmodellen en B-splines
aan.
In het eerste deel (hoofdstuk 2 en 3) van dit werk leveren we een bijdrage
tot het verbeteren van herbemonsteringstechnieken voor beelden, i.h.b. met het
oog op toepassingen voor drukwerk. Het tweede hoofdstuk tast de grenzen af
van wat mogelijk is m.b.v. lineaire methoden. Allereerst breiden we signaal-
modellen gebaseerd op splines uit voor tweedimensionale periodieke roosters.
Vervolgens wenden we deze uitbreiding aan voor een lineaire herbemonste-
ringstechniek die gebruik maakt van een kleinste-kwadratenbenadering. Het
derde hoofdstuk licht de tekortkomingen van de algemene lineaire theorie toe
aan de hand van een grondige analyse van het ontstaan van een belangrijk type
artefacten: moire´-patronen. Hieruit zal blijken dat er zich in de praktijk een
strenger criterium aandient dan het nyquistcriterium dat door lineaire herbe-
monsteringstechnieken wordt nagestreefd. Deze vaststelling wordt verder uit-
gewerkt en geeft aanleiding tot een niet-lineaire herbemonsteringstechniek die
gebruik maakt van het gaborspectrogram, een gezamenlijke spatiale en spec-
trale analyse.
In het tweede deel (hoofdstuk 4) nemen we het herbemonsteringsprobleem
voor beeldsequenties onder de loep. We tonen aan waarom de technieken uit
de vorige hoofdstukken hier ontoereikend zijn en stellen een nieuwe bewe-
gingsadaptieve techniek voor om het omzetten van een beeldsequentie van al-
ternerend videoformaat naar progressief videoformaat te verbeteren. Hierbij
doen we een beroep op een nieuwe bewegingsdetector, gebaseerd op de vaag-
logische informatieverwerking. De evaluatie van deze aanpak gebeurt aan de
hand van een implementatie in soft- en hardware, en toont een aanzienlijke
verbetering ten opzichte van de bestaande algoritmen.
Tot slot behandelen we in het vijfde hoofdstuk een algoritme voor het ver-
storen van beelden (Eng. scrambling). Deze toepassing dient zich aan als een
bijproduct van de wiskundige methoden uit de voorgaande hoofdstukken.
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1.2 Basisconcepten
In dit werk noteren we scalaire grootheden in de gebruikelijke stijl, b.v. de
variabele x , terwijl we vectorie¨le grootheden in het vet noteren, b.v. x. De
afzonderlijke componenten van de vector x noteren we als xi . Voor matrices
gebruiken we hoofdletters, zoals M. De getransponeerde matrix van M noteren
we als M0.
Beschouwen we een continue N -dimensionale scalaire functie g.x/, met
argument x 2 RN1 , dan leiden we de L2-norm van g.x/ af uit het inwendig













waarbij de integratie wordt uitgevoerd over de volledige ruimte RN1 en de
?
-operator duidt op de complex toegevoegde. Merk op dat we “dx” niet als een
vector beschouwen, maar gebruiken als notatie1 voor “dx1dx2 : : : dxN ”. Verder
noteren we de convolutie van twee functies g1 en g2 als




g1.t/g2.x − t/dt: (1.3)
De drager van een functie g.x/ is de convexe omhullende2 van alle punten,
waar de functie verschillend is van nul.
Analoog beschouwen we een discrete N -dimensionale rij c.k/, met k 2
Z
N1











en de sommatie loopt over de ruimte ZN1. De discrete convolutie van twee
rijen c1 en c2 definie¨ren we dan als
.c1 ⊗ c2/.k/ D
X
l
c1.l/c2.k − l/: (1.6)
1Deze notationele aanpak wordt ook vaak gebruikt in de literatuur, b.v. door Peterson en
Middleton [103].
2De convexe omhullende van een verzameling punten is het kleinst mogelijke gebied zoda-





Figuur 1.1: Een voorbeeld van een tweedimensionaal periodiek rooster. De roostercel
rond r2 is aangeduid.
1.2.1 Periodieke roosters
Een algemeen periodiek rooster in N dimensies is opgebouwd m.b.v. N lineair
onafhankelijke vectoren ri , i D 1; : : : ; N , ten opzichte van een orthonormaal
assenstelsel. Elk roosterpunt wordt dan aangeduid door een vector
NX
iD1








7775 ; met ki 2 Z (1.7)
D Rk; met k 2 ZN1: (1.8)
De roostermatrix R beschrijft dus een regulier rooster. Het is handig om een




.x − Rk/; (1.9)
waarbij .x/ een diracimpuls voorstelt op de oorsprong.
Eenmaal het rooster is gedefinieerd, kan de corresponderende roostercel
worden bepaald. De roostercel, ook voronoicel genaamd, bevat alle punten die
zich niet verder van de oorsprong bevinden dan tot om het even welk ander
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1; x 2 voronoicel;
1=m; x op de rand van de voronoicel;
0; x =2 voronoicel;
(1.10)
met m het aantal roosterpunten waartoe x equidistant is. Het volume (of opper-
vlakte in het tweedimensionale geval) van de roostercel wordt gegeven door de
determinant van de roostermatrix [146]. Merk bovendien op dat, wanneer we
de functie R.x/ plaatsen op elk roosterpunt van R, de volledige ruimte bedekt
wordt:
R ⊗ R.x/ D 1: (1.11)
Een laatste belangrijk concept i.v.m. roosters is het duale of reciproque rooster.
Het reciproque rooster OR van een rooster R wordt gedefinieerd als
OR D (R−10 : (1.12)
Voor de roostervectoren Ori van het reciproque rooster geldt
〈Ori ; r j  D ki; j ,
waarbij ki; j een kroneckerdelta voorstelt, d.w.z. 1 wanneer i D j , 0 elders.
Het belang van het reciproque rooster wordt later duidelijk wanneer we de
fouriertransformatie bespreken.
We beperken ons nu tot tweedimensionale periodieke roosters R D [r1jr2].
Bij wijze van voorbeeld beschouwen we het rooster in figuur 1.1. De stippen
zijn roosterpunten opgebouwd met de vectoren r1 en r2. De roostercel rond een
roosterpunt kan grafisch bepaald worden op twee manieren [146]. Ten eerste
door de middelloodlijnen tussen dit roosterpunt en zijn buurroosterpunten te
bepalen en de opeenvolgende snijpunten te verbinden. Ten tweede door de
cirkels te bepalen die, wanneer ze op de roosterpunten worden geplaatst, net
groot genoeg zijn om de ruimte te bedekken. De snijpunten van deze cirkels
bepalen de roostercel.
De roostercel van een rooster met een vrij gekozen vector r2, zoals in het
voorafgaande voorbeeld, heeft twee tekortkomingen: een gebrek aan symme-
trie en moeilijk te bepalen roosterpunten ten opzichte van een orthogonaal refe-
rentiestelsel [146]. Daarom worden in praktijk vooral semi-reguliere roosters
gebruikt, waarvan de corresponderende roostercel symmetrisch is ten opzichte
van minstens twee assen. Er worden twee klassen van semi-reguliere roosters
onderscheiden:
1. Rechthoekige roosters, waarbij hr1; r2i D 0, wat betekent r1 ? r2.









Figuur 1.2: Drie belangrijke semi-reguliere roosters. (a) Het vierkante rooster.
(b) Het hexagonale rooster van het eerste type. (c) Het hexagonale rooster van het
tweede type.
We kunnen verder drie belangrijke exemplaren van semi-reguliere roosters on-
derscheiden waarvan de roostervectoren alle genormeerd zijn. De roostervec-
toren van andere semi-reguliere roosters kunnen we afleiden door schaling van
de horizontale en/of verticale coo¨rdinaten. Een goede maat voor deze schaling
is de hoogte-breedteverhouding , die gedefinieerd wordt als de verhouding
van de horizontale bemonsteringsperiode ten opzichte van de verticale bemon-
steringsperiode. Figuur 1.2 toont de drie belangrijke roosters:






;  D 1: (1.13)








;  D 2=p3: (1.14)






;  D 2p3: (1.15)
In dit werk maken we vaak gebruik van het vierkante rooster en het hexa-
gonale rooster van het tweede type. Andere semi-reguliere roosters zijn een-
voudig afleidbaar.
Hexagonale roosters hebben enkele belangrijke voordelen ten opzichte van
rechthoekige, hetgeen in dit werk later zal toegelicht worden. We vermelden
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(a) (b)
Figuur 1.3: (a) De vierkante roostercel bezit een achtvoudige symmetrie. (b) De
hexagonale roostercel daarentegen een twaalfvoudige.
alvast dat een vierkante roostercel een achtvoudige symmetrie bevat, terwijl
een hexagonale roostercel over een twaalfvoudige symmetrie beschikt. D.w.z.
dat we de vierkante en hexagonale basiscel kunnen bekomen door een drie-
hoek respectievelijk zeven en elf keer te spiegelen rond de assen aangeduid in
figuur 1.3.
1.2.2 De fouriertransformatie
Vele nuttige eigenschappen van functies en signalen blijken bijzonder goed be-
studeerbaar aan de hand van hun karakteristieken in het frequentiedomein. De
fouriertransformatie is daarbij een wiskundig hulpmiddel. Deze transformatie
ontbindt een functie in basisfuncties die verschillende frequentiecomponenten
voorstellen. We introduceren eerst het eendimensionale geval. De continue
fouriertransformatie van een functie g.x/ luidt als volgt [100]:
F fg.x/g . f / D Og. f / D
Z
R
g.x/ exp.− j2x f /dx : (1.16)
De fouriergetransformeerde Og. f / noemen we ook het spectrum van g.x/. Ge-
zien Og. f / complex is, onderscheiden we vaak de amplitude j Og. f /j en de faze
6 Og. f /. Een functie wordt bandbeperkt genoemd, wanneer de drager van het
spectrum beperkt is: het spectrum is slechts verschillend van nul in een eindig
interval.
Ee´n van de belangrijkste eigenschappen van de fouriertransformatie is
de convolutiestelling, die stelt dat de fouriergetransformeerde van de convo-
lutie g1 ⊗ g2.x/ gelijk is aan het product van de fouriergetransformeerden
Og1. f / Og2. f /.
De inverse fouriertransformatie wordt gedefinieerd als
F −1
 Og. f /} .x/ D g.x/ D Z
R




 Og. f /
(b)
fmax
 OgT . f /
1=T−1=T
Figuur 1.4: (a) Het spectrum van een eendimensionaal bandbeperkt signaal. De hoog-
ste frequentiecomponent is fmax. (b) Na bemonstering wordt het spectrum uitgevou-
wen op de frequenties k=T , k 2 Z.
We hebben nu het nodige wiskundige basismateriaal om het effect van
bemonstering in het frequentiedomein na te gaan. Stel dat we een signaal g.x/
uit het continue domein bemonsteren met een periode T . Op elk roosterpunt
kT , k 2 Z, bepalen we de waarde g.kT /. We stellen het bemonsterde signaal
voor als
gT .x/ D g.x/T .x/; met de kamfunctie T .x/ D
X
k
.x − kT /:
Op basis van de convolutiestelling weten we dat
OgT . f / D 1T Og ⊗ 1=T . f /:
In figuur 1.4 tonen we ter illustratie de amplitude van het spectrum van een
functie g.x/ voor en na bemonstering: het originele spectrum wordt dus uitge-
vouwen (dit is verschoven en gekopieerd) op elk veelvoud van de bemonste-
ringsfrequentie.
Merk op dat we de fouriertransformatie van een bemonsterde functie kun-
nen schrijven als een reeks
OgT . f / D
Z
R




g.kT / exp.− j2kT f /: (1.20)
Indien we onderstellen dat g.kT / periodiek is met periode M:
g.kT / D g.kT C l M/; l 2 Z; (1.21)
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en we beschouwen de rij Ng.k/ D g.kT /, k D 0; : : : ;M − 1, dan bekomen we









ONg.n/ exp. j2kn=M/; (1.23)
waarbij ONg.n/, n D 0; : : : ;M −1, de (discrete) fouriercoe¨fficie¨nten zijn. Er zijn
efficie¨nte algoritmes voor de snelle berekening van deze transformatie.
De Z-transformatie is een veralgemening van de fourierreeks uit for-
mule (1.20). We definie¨ren de Z-getransformeerde van de sequentie c.k/ als
de functie




waarbij z een complexe variabele is.
De fouriertransformatie kan eenvoudig uitgebreid worden naar meerdere
dimensies:




g.x/ exp.− j2hx; fi/dx; (1.25)
F −1
 Og.f/} .x/ D g.x/ D Z
R
N1
Og.f/ exp. j2hf; xi/df: (1.26)
De invloed van bemonstering op het spectrum kan opnieuw geanalyseerd wor-
den voor meerdimensionale periodieke roosters. Een functie g.x/, bemonsterd
op een rooster R stellen we voor als
gR.x/ D g.x/R.x/: (1.27)
Het spectrum Og.f/ wordt door bemonstering eveneens uitgevouwen [103], dit-




Og.f − ORk/: (1.28)
Figuur 1.5 toont hoe het spectrum Og.f/ van een bandbeperkte functie, bemon-
sterd op een hexagonaal rooster van het eerste type, wordt uitgevouwen op het







Figuur 1.5: (a) De drager van het spectrum van een bandbeperkt signaal. (b) Na
bemonstering op het rooster R wordt het spectrum uitgevouwen op het reciproque
rooster OR.










g.Rk/ exp.− j2hRk; fi/; (1.30)
hetgeen aanleiding geeft tot de N -dimensionale uitbreiding van de Z-
transformatie van een rij c.k/ D g.Rk/ op een rooster R:
Z fc.k/g .z/ D Lc.z/ D
X
k
c.k/zk11 : : : z
kN
N : (1.31)
Voor een periodieke functie g.Rk/ D g.RkC MRl/, l 2 ZN1, waarbij we
ons beperken tot meerdimensionale vierkante roosters, kunnen we eveneens de




















D ORn;RkE=M ; (1.33)




Het baanbrekend artikel “Communication in the Presence of Noise” [125,126]
van Shannon uit 1949 legde de fundamenten voor de informatietheorie. Shan-
non stelde zich de vraag wanneer hij een functie uit het continue domein ge-
trouw kon voorstellen aan de hand van een reeks monsterwaarden. Dit leidde
tot het fameuze bemonsteringstheorema van Shannon:3
Wanneer een functie g.x/ een bandbreedte F heeft, dan kan deze
volledig gekarakteriseerd worden door monsterwaarden genomen
met een periode T D 1=F .
In dit werk beschouwen we steeds signalen waarvan het spectrum geconcen-
treerd is rond de nulfrequentie (zogenaamde basisbandsignalen) die boven-
dien ook ree¨el zijn (en waarvan het spectrum dus complex toegevoegd sym-
metrisch is). De bandbreedte wordt dan gekenmerkt door de hoogst aanwe-
zige frequentie F D 2 fmax en de noodzakelijke bemonsteringsperiode wordt
dan T D 1=.2 fmax/. De reconstructie aan de hand van deze monsterwaarden




g.kT /sinc.x=T − k/; (1.34)
waarbij de equidistante monsterwaarden kunnen geı¨nterpreteerd worden als
coe¨fficie¨nten van basisfuncties, m.n. verschoven sinc-functies: sinc.x/ D
sin.x/=.x/. Het bemonsteringstheorema geeft aan dat de reconstructie per-
fect is (d.w.z. s.x/ D g.x/) wanneer g.x/ bandbeperkt is, wat betekent dat
de hoogst aanwezige frequentie maximaal 1=.2T / bedraagt. Deze bovengrens
wordt ook vaak de nyquistfrequentie genoemd [99].
Figuur 1.6 (a) toont het principe van het bemonsteringstheorema in het
frequentiedomein. Wegens de convolutiestelling stemt formule (1.34) in het
frequentiedomein immers overeen met de vermenigvuldiging van het uitge-
vouwen spectrum met een rechthoekig venster. Indien het spectrum bandbe-
perkt is, kan het oorspronkelijke spectrum inderdaad op deze wijze gerecon-
strueerd worden. Indien dit echter niet het geval is, treedt er frequentiever-
warring (Eng. aliasing) op en is het spectrum verstoord. Het bemonsterings-
theorema is uitbreidbaar naar meerdere dimensies [103]. In dat geval dient
het spectrum bandbeperkt te zijn tot een meerdimensionaal nyquistgebied om
3Volledigheidshalve dient hierbij ook vermeld te worden dat equivalente theorema’s reeds












Figuur 1.6: (a) Het spectrum na bemonstering kan worden hersteld door een ideaal
laagdoorlaatfilter. (b) In het tweedimensionale geval is de reciproque roostercel een
logische keuze als nyquistgebied. (c) Een voorbeeld van een alternatief nyquistgebied.
perfecte reconstructie te garanderen. Aangezien het spectrum na bemonstering
wordt uitgevouwen op het reciproque rooster, ligt de keuze als nyquistgebied
voor de hand: de reciproque roostercel. Figuur 1.6 (b) toont het uitgevouwen
spectrum en de reciproque roostercel. Het reconstructiefilter komt in dat geval
overeen met de inverse fouriergetransformeerde van de indicatorfunctie van de
reciproque roostercel:
.x/ D F −1  OR.f/} .x/: (1.35)
Merk op dat er meestal een oneindig aantal andere keuzes mogelijk zijn voor
het nyquistgebied. Zo stelt figuur 1.6 (c) eveneens een geldig nyquistgebied
voor.
Signaalmodellen
Ondanks de elegantie en wiskundige correctheid van het bemonsteringsthe-
orema, treden er in de praktijk enkele fundamentele problemen op. Zo zijn
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signalen in de praktijk nooit bandbeperkt door de eindigheid van hun drager in




0; x < a
1; a  x  b
0; b < x :
(1.36)
die een model zou kunnen zijn voor een “perfecte” rand in een beeld. Het spec-
trum Oa;a. f / D sin.2 f a/=. f / is duidelijk niet bandbeperkt [50]. Daarnaast
is het onmogelijk om ree¨le signalen perfect bandbeperkt te maken aan de hand
van een ideaal laagdoorlaatfilter: de ideale interpolatiefunctie sinc.x/ is in de
praktijk niet bruikbaar wegens zijn onbeperkte drager. Bovendien is een be-
nadering op een beperkte drager lastig wegens de zeer trage afname (volgens





g.kT /int.x=T − k/: (1.37)
De mogelijke keuzes voor int.x/ zijn groot: dichtste-buur, lineair, Gauss, (pa-
rametrische) kubische convolutie [74, 101], alsook aangepaste sinc-functies
m.b.v. “vensters” met welluidende namen zoals Bartlet, Blackman, Hamming,
Hanning. Vooraleer echter enkele interpolatiefuncties te bespreken stellen we




c.k/.x=T − k/: (1.38)
Zulke “veralgemeende interpolatie” weegt de basisfuncties niet meer recht-
streeks met de monsterwaarden g.kT /, maar met coe¨fficie¨nten c.k/. De sig-







c.k/.x=T − k/I c.k/ 2 R
)
: (1.39)
Dit model legt een verband tussen een rij waarden c.k/ en een functie s.x/ in
het continue domein. Om een zinnig model te bekomen, is het logisch dat de
l2-norm van de coe¨fficie¨nten eindig is. Daarnaast moeten nog enkele andere
voorwaarden vervuld worden [148]:
1. Het model dient stabiel en niet-ambigu te zijn. Stabiliteit garandeert
dat een kleine variatie van de coe¨fficie¨nten slechts een kleine variatie
4Met uitzondering van het geval g.x/ D 0.
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van de functie veroorzaakt (in L2-zin). Opdat de basis niet ambigu zou
zijn, dienen de basisfuncties lineair onafhankelijk te zijn: elk signaal
s.x/ 2 S./ is uniek bepaald door zijn coe¨fficie¨nten c.k/. Een stabiele
en niet-ambigue representatie vereist dat de basisfuncties .x − k/ een
Riesz-basis vormen: er moeten twee strikt positieve constanten 0 < A









 B jjcjj2l2 ;8c.k/ 2 l2: (1.40)
De l2-ruimte bevat alle rijen met eindige l2-norm. In het geval A D B D
1 vormen .x − k/ een orthonormale basis.
2. Tenslotte dient het model te convergeren naar de gegeven functie g.x/
wanneer de bemonsteringsperiode afneemt. Daartoe dienen de basis-
functies een eenheidspartitie te vormen:X
k
.x − k/ D 1;8x 2 R: (1.41)
In de praktijk legt deze laatste voorwaarde het meest restricties op aan
de toelaatbare genererende functies.
Merk op dat de sinc-functies uit Shannons bemonsteringstheorema een ortho-
normale basis vormen, vermits de Riesz-grenzen A en B uit (1.40) beide 1 zijn.
Bovendien vormen ze ook een eenheidspartitie.
B-splines
Om meer vertrouwd te raken met het algemeen signaalmodel van for-
mule (1.39), is het nuttig een bekende klasse van interpolatiefuncties te be-
spreken: de B-splines [25, 149].
In eerste instantie bepalen we de kortste en eenvoudigste interpolatiefunc-
tie die een eenheidspartitie vormt:
0.x/ D

1; −1=2 < x  1=2
0; elders: (1.42)
Dit is de B-spline van graad 0 en geeft aanleiding tot “dichtste-buur-
interpolatie” (Eng. nearest neighbour interpolation, sample-and-hold). Een
mogelijke wijze om B-splines van hogere graad te bekomen, is m.b.v. opeen-
volgende convoluties:
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x
Figuur 1.7: De B-splines van nulde t.e.m. derde graad.




1 − jxj; jxj  1
0; elders: (1.44)
Bovendien is elke B-spline van graad n een stuksgewijze polynoom: voor een
even graad in de intervallen [k − 1=2; k C 1=2], voor een oneven graad in de
intervallen [k; k C 1]. In elk dergelijk interval vindt men een veelterm van
graad n. Bovendien zijn deze veeltermen en hun afgeleiden continu aan de
uiteinden van deze intervallen tot en met orde n − 1. Het zou ons evenwel te
ver leiden alle eigenschappen van deze splines hier te vermelden.




2=3 − jxj2 C jxj3=2; 0  jxj < 1
.2 − jxj/3=6; 1  jxj < 2
0; elders:
(1.45)
Figuur 1.7 toont de B-splines van nulde t.e.m. derde graad.
Bekijken we nu het gebruik van B-splines voor interpolatie van naderbij.
Met het oog op de eenvoud van de notatie, maar zonder verlies van algemeen-
heid, stellen we vanaf nu T D 1. Voor nulde en eerste graad is het triviaal
om de resulterende functies s0.x/ en s1.x/ exact door de monsterwaarden te
laten gaan. We kiezen de coe¨fficie¨nten c.k/ D g.k/. Vanaf tweede graad is dit
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echter niet meer vanzelfsprekend. De klassieke aanpak houdt het opstellen van
een stelsel
[g.m/] D [n.m − k/][c.k/] (1.46)
in, waarbij de te inverteren matrix banddiagonaal is (gezien de beperkte drager
van n.x/). Het bepalen van de coe¨fficie¨nten noemt men de directe splinetrans-
formatie. Mogelijke oplossingsmethoden zijn voorwaartse en achterwaartse
substitutie of LU-decompositie [25].
Sinds het begin van de jaren ’90 is de splinetransformatie ook benaderd
vanuit het oogpunt van signaalverwerking als een filteroperatie. Beschouwen
we de bemonsterde B-spline bn.k/ D n.k/, k 2 Z, dan kunnen we de eis
tot interpolatie van de monsterwaarden herschrijven onder de vorm van een
discrete convolutie van bn.k/ en c.k/:
g.k/ D (bn ⊗ c .k/: (1.47)
De coe¨fficie¨nten worden aldus gegeven na berekening van de inverse filterope-
ratie
c.k/ D (.bn/−1 ⊗ Ng .k/; (1.48)
waarbij we de rij Ng.k/ afleiden uit de functie g.k/. Om de aandacht te trekken,
beschouwen we de B-spline van derde graad. De waarden van 3.x/ in x D
−1, 0 en 1 zijn respectievelijk 1=6, 2=3 en 1=6. De Z-getransformeerde van
b3.k/ luidt dus Lb3.z/ D .z−1 C 4 C z/=6. We bekomen het inverse filter Lb3−1 .z/ D 6








met a D −2 C p3. De factorizatie in het rechterlid geeft aanleiding tot de
opeenvolging van een recursief causaal filter en een recursief anticausaal filter.
Voor een uitgebreidere bespreking van deze techniek verwijzen we naar de
literatuur [49, 147, 149].
De voorgaande beschouwingen laten toe om het verband te leggen tussen
de klassieke en de veralgemeende interpolatieformule, respectievelijk formu-
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Figuur 1.8: De kardinale spline interpolatiefunctie (n D 3) versus de sinc-
interpolatiefunctie.
De gedaante van formule (1.50) is equivalent met de klassieke interpolatiefor-
mule (1.37). De interpolatiefunctie 9n.x/wordt de kardinale of interpolerende
spline genoemd. Merk op dat deze functie voor n  2 geen beperkte drager
meer heeft. Desalniettemin is de afname voor praktische graden (n  3) veel
sneller dan de klassieke sinc-interpolatiefunctie. Wanneer we de graad van de
B-spline laten toenemen, zal de kardinale spline streven naar de sinc-functie,
hetgeen het signaalmodel op basis van B-splines mooi laat aansluiten bij Shan-
nons bemonsteringstheorema.
Figuur 1.8 toont de kardinale spline voor n D 3. Merk op dat de interpola-
tiefunctie zeer snel afneemt ten opzichte van de sinc-interpolatiefunctie.
Wanneer we een signaal g.x/ voorstellen met een model sn.x/ aan de hand
van monsterwaarden g.kT /, kunnen we ons de vraag stellen hoe snel dit model
evolueert naar g.x/. De orde van approximatie is de macht L van de bemon-
steringsperiode T waarmee deze approximatiefout afneemt:sn − g2 / T L : (1.52)
Merk op dat dit een zuiver theoretische vraagstelling is, aangezien we in de
praktijk g.x/ niet kennen. Wiskundig kunnen we echter afleiden dat voor een
B-spline van graad n, deze orde n C 1 bedraagt [22]. Daarom noemen we de
B-spline van nulde graad ook de B-spline van eerste orde. We onderstellen
















Figuur 1.9: Het concept van lineaire herbemonstering: (1) interpolatie aan de hand
van de monsterwaarden op het bronrooster, (2) bemonstering op de roosterpunten van
het doelrooster.
hetzij streven naar nul voor grote waarden van jxj. In de beeldverwerking is
aan deze onderstelling steeds voldaan.
Lineaire herbemonstering
Aan de hand van de voorgaande begrippen, zijn we nu in staat om het concept
van lineaire herbemonstering uit te leggen. We spreken over een bronrooster R
en een doelrooster QR. Grootheden verbonden met het doelrooster noteren we
met een tilde. Van een oorspronkelijk signaal g.x/, dat enkel gekend is op het
bronrooster R, dienen we de waarden op het doelrooster QR te bepalen. Klassiek
wenden we de gegeven monsterwaarden aan om (conceptueel) een functie in
het continue domein te reconstrueren. Vervolgens bemonsteren we deze func-
tie op de nieuwe roosterpunten. Uiteraard dient men in de praktijk enkel de
waarden van deze reconstructie op de nieuwe roosterpunten te berekenen. Het
gebruik van bovenstaande technieken geeft aanleiding tot lineaire herbemon-
stering. Een lineaire techniek L laat immers toe om een lineaire combinatie
van twee inputs te berekenen als de lineaire combinatie van de afzonderlijke
resultaten:
Lf1g1 C 2g2g D 1Lfg1g C 2Lfg2g: (1.53)
Figuur 1.9 illustreert het concept van lineaire herbemonstering. Technieken die
niet voldoen aan deze voorwaarde zijn per definitie niet-lineaire technieken.
1.3 Overzicht eigen publicaties
Het onderzoek, beschreven in dit werk, heeft reeds geleid tot drie publicaties in
internationale tijdschriften [42,159,170], waarvan twee als eerste auteur. Daar-
naast verschenen vijf publicaties als eerste auteur onder de vorm van hoofd-
stukken of bijdragen in boeken [163, 164, 167, 172, 176]. In het totaal werden
tweee¨ntwintig publicaties voorgesteld op internationale conferenties, waarvan




In dit hoofdstuk spitsen we ons toe op lineaire herbemonstering in twee di-
mensies, m.a.w. voor beelden. De meest voor de hand liggende uitbreiding
van eendimensionale basisfuncties naar twee dimensies is zonder twijfel m.b.v.
het tensorproduct. Deze mogelijkheid dient zich echter alleen aan wanneer we
beide dimensies los van elkaar behandelen, zoals b.v. het geval is voor recht-
hoekige roosters. In dat geval kan men de tweedimensionale uitbreiding van
de n-de graads B-spline scheidbaar definie¨ren als
n.x1; x2/ D n.x1/n.x2/: (2.1)
Voor niet-rechthoekige roosters is de voronoicel, die de meest efficie¨nte be-
tegeling vormt voor een isotrope bron, echter niet meer scheidbaar. Daarom
introduceren we in dit hoofdstuk een veralgemeende splinebasis, geschikt voor
periodieke roosters in het algemeen. We bespreken allereerst uitvoerig de gel-
digheid van dit nieuwe signaalmodel. De klassieke uitbreiding zoals in for-
mule (2.1) zal voorgesteld worden als een bijzonder geval van deze veralge-
mening.
Net als de klassieke interpolatiefuncties, houdt het veralgemeende signaal-
model niet expliciet rekening met het doelrooster. Gebaseerd op het principe
van een kleinste-kwadratenbenadering, leiden we een algemene reconstructie-
functie af die de herbemonstering realiseert tussen twee periodieke roosters,
met een minimaal informatieverlies (in kwadratische zin) tussen de signaal-
modellen op beide roosters.
Vervolgens stellen we in dit hoofdstuk nog een andere aanpak voor, ge-
baseerd op de prolate sferoı¨dale golffuncties. De resulterende reconstructie-
functie bezit een optimale energieconcentratie in een gegeven gebied in het
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frequentiedomein. Ook hier stellen we een veralgemening voor van de gang-
bare theorie voor een niet-scheidbaar tweedimensionaal criterium.
Tot slot tonen we de resultaten van al deze technieken aan de hand van en-
kele praktische applicaties, zoals gravurediepdruk en kleurendrukwerk. Naast
een subjectieve evaluatie, stellen we ook een objectieve beoordeling van de re-
sultaten voor aan de hand van een kwaliteitsmaat geı¨nspireerd op het menselijk
visueel systeem.
2.2 Veralgemeende splines voor periodieke roosters
Eendimensionale splines zijn reeds uitgebreid bestudeerd in de literatuur. Ze
vormen een unieke basis wanneer we een spline, met zijn beperkte drager,
verschuiven en kopie¨ren op elk roosterpunt. De uitbreiding naar meerdere di-
mensies m.b.v. het tensorproduct is slechts handig voor scheidbare roosters.
We noemen een rooster scheidbaar, wanneer de indicatorfunctie van de corre-
sponderende roostercel kan ontbonden worden met eendimensionale functies
langs de roostervectoren. Bij periodieke roosters geldt dit voor rechthoekige
roosters. Andere meerdimensionale splines, zoals “box-splines” [26, 86, 109],
worden gedefinieerd op rechthoekige en triangulaire lapjes (Eng. patches). In
dit werk stellen we splines voor, gebaseerd op hetzelfde principe als de “box-
splines”, m.n. een constructie door middel van opeenvolgende convoluties,
maar toegepast op algemene roostercellen. We tonen aan dat deze defini-
tie leidt tot een eenvoudig recept voor de constructie van tweedimensionale
splines, ook voor niet-scheidbare roosters. Deze veralgemeende aanpak is
nieuw en laat toe een nieuwe basis die geschikt is voor hexagonale roosters op
te bouwen. Daarnaast leiden we ook de orde van approximatie af, die aangeeft
hoe snel de basis convergeert naar een perfecte benadering van de originele
functie in het continue domein.
2.2.1 Basisprincipe
Doorheen de voorstelling van de veralgemeende splines beschouwen we twee







waarmee we dezelfde resultaten bekomen als bij de uitbreiding op basis van
het tensorproduct. Anderzijds een hexagonaal rooster van het tweede type,
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waarmee we een nieuwe, niet-scheidbare basis bekomen. De resultaten voor
een hexagonaal rooster van het eerste type zijn analoog en algemeen semi-
reguliere roosters zijn afleidbaar uit deze twee voorbeelden door middel van
schaling van de verticale en/of horizontale component van de roostervectoren.
Een belangrijke eigenschap van de splinebasis die we wensen te bewaren
is de convolutie-eigenschap zoals die voor het eendimensionale geval geldt
in formule (1.43). Zoals later zal blijken, speelt deze een belangrijke rol bij
het afleiden van een kleinste-kwadratenbenadering. We definie¨ren de eerste-
ordespline 0.x/ voor een hexagonaal rooster1 door middel van de indicator-
functie van de roostercel van R:
0.x/ D R.x/: (2.4)
De oppervlakte van de roostercel wordt gegeven doorZ
R
21
0.x/dx D jdet.R/j , ; (2.5)
waarbij we deze roosterceloppervlakte voor de eenvoud als noteren. Hogere-




; n  1: (2.6)
De drager van deze splines is beperkt en op eenvoudige wijze afhankelijk van
de orde (zie figuur 2.1).
Figuur 2.2 toont de splines op een vierkant rooster van eerste t.e.m. vierde
orde. Uiteraard zijn deze gelijk aan de tensorproductuitbreiding van de eendi-
mensionale B-splines uit het vorige hoofdstuk. Figuur 2.3 toont het resultaat op
een hexagonaal rooster, hetgeen aanleiding geeft tot een nieuwe familie (niet-
scheidbare) splines. Door de opeenvolgende convoluties worden de splines
duidelijk gladder bij hogere ordes. In het algemeen garandeert deze aanpak
enkele nuttige eigenschappen. Zo zijn alle splines positief en convex [134],
d.w.z. dat n.x/ > 0 en n.x/ < 1. De splines bewaren ook de symmetrie-
eigenschappen van de roostercel, ze zijn dus symmetrisch ten opzichte van vier
assen in het geval van een vierkant rooster, of zes assen in het geval van een
1De betekenis van en de verantwoording voor de benaming “eerste orde” wordt later verdui-
delijkt in 2.2.3.
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hexagonaal rooster. De analytische vorm van de splines op het vierkant roos-
ter is gekend. In bijlage A leiden we een analytische vorm af voor eerste tot
derde-ordesplines op een hexagonaal rooster. Gebruikmakend van de meer-
dimensionale centrale-limietstelling, is het verder mogelijk om aan te tonen
dat de hogere-ordesplines snel convergeren naar een tweedimensionale gaus-
siaanse functie.













Figuur 2.1: De drager van de veralgemeende splines is op eenvoudige wijze afhanke-




















































Figuur 2.2: Veralgemeende splines gedefinieerd op een vierkant rooster. (a) Eerste
orde. (b) Tweede orde.























































Figuur 2.2: (vervolg) Veralgemeende splines gedefinieerd op een vierkant rooster.




















































Figuur 2.3: Veralgemeende splines gedefinieerd op een hexagonaal rooster. (a) Eerste
orde. (b) Tweede orde.























































Figuur 2.3: (vervolg) Veralgemeende splines gedefinieerd op een hexagonaal rooster.
(c) Derde orde. (d) Vierde orde.
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c.k/n.x − Rk/I c.k/ 2 R
)
: (2.7)
Net zoals bij de eendimensionale splines vallen de splinecoe¨fficie¨nten c.k/ niet
noodzakelijk samen met de monsterwaarden op Rk.
Opdat het signaalmodel van formule (2.7) zin zou hebben, gaan we na of
de voorwaarden van Riesz-basis en eenheidspartitie vervuld zijn. We hebben
daarbij vooral de splines op een hexagonaal rooster voor ogen.
• De splines vormen een Riesz-basis, en zijn dus stabiel en niet-ambigu,










 B jjcjj2l2 : (2.8)









D  jjcjj2l2 ; (2.9)
en dus A D B D . Voor hogere ordes blijft de bovengrens identiek,
terwijl de normalisatie en positiviteit van n.x/ garandeert dat er een
benedengrens bestaat voor n < C1.
• Dankzij de recursieve definitie van formule (2.6), kunnen we aantonen
dat de eenheidspartitie eveneens voldaan is:




D 1 ⊗ 
n−1





D 1 ⊗ 
n−2

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2.2.2 De splinetransformatie
Net als bij de eendimensionale B-splines, dienen we de splinecoe¨fficie¨nten te
berekenen vanaf derde orde. Bovendien kunnen we enkel voor rechthoekige
roosters de dimensies afzonderlijk behandelen.
We introduceren eerst de nodige hulpfuncties. Zo stellen we
nR.x/ D n.x/R.x/; (2.10)
de bemonsterde veralgemeende spline en
bn.k/ D n.Rk/; (2.11)
de corresponderende rij.




c.k/n.x − Rk/ (2.12)















−1 ⊗ Ng .k/; (2.14)
waarbij we de rij Ng.k/ gebruiken voor g.Rk/. Op het eerste gezicht kan de
berekening analoog gebeuren, zoals in het eendimensionale geval: via het op-
lossen van een lineair stelsel. Er zijn echter twee belangrijke nadelen aan deze
aanpak. Ten eerste is de corresponderende matrix niet langer banddiagonaal,
gezien de tweedimensionale (niet-scheidbare) structuur. Ten tweede bekomt
men snel zeer grote afmetingen. Een “beeld” met 100100 beeldpunten geeft
reeds aanleiding tot een (ijle) matrix van 10000  10000.
Een tweede mogelijkheid is de berekening van c.k/ uit formule (2.14)
m.b.v. inverse filters. Daartoe hebben we de tweedimensionale Z-
getransformeerde berekend van bn.k/ (zie tabellen 2.1 en 2.2). In tegenstelling
tot het eendimensionale geval, ligt een ontbinding van de inverse in recursieve
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Tabel 2.1: Z-transformatie van de veralgemeende vierkante splines.
n
0 Lb0.z1; z2/ D 1
1 Lb1.z1; z2/ D 1
2 Lb2.z1; z2/ D 164
(
z1 C 6 C z−11
 (
z2 C 6 C z−12

3 Lb3.z1; z2/ D 136
(
z1 C 4 C z−11
 (
z2 C 4 C z−12

Tabel 2.2: Z-transformatie van de veralgemeende hexagonale splines.
n
0 Lb0.z1; z2/ D 1
1 Lb1.z1; z2/ D 1
2 Lb2.z1; z2/ D 4272 C 572
(
z1 C z2 C z−11 C z−12 C z1z2 C z−11 z−12

3
Lb3.z1; z2/ D 3781 C 29324
(





z−11 z2 C z1z−12 C z1z22 C z−11 z−22 C z21z22 C z−21 z−22

filters voor de hexagonale splines niet voor de hand. We stellen daarom een
alternatieve (benaderende) manier voor om alsnog de splinecoe¨fficie¨nten te
kunnen berekenen.
We hernemen de afleiding, maar doen ditmaal enkel een beroep op de be-
monsterde hexagonale spline nR.x/. We kunnen de eis tot interpolatie van de












−1 ⊗ g .Rk/: (2.15)






−1 ⊗ n.x − Rk/ g.Rk/: (2.16)
Voor splines vanaf derde orde heeft de kardinale of interpolerende spline
9n.x/ D (nR−1 ⊗ n.x/ echter een oneindig uitgestrekte drager. We stel-
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len voor om deze numeriek te benaderen op een eindige drager. De methode
daartoe komt neer op het oplossen van de volgende vergelijking naar h.x/:
n.x/ D nR ⊗ h.x/; (2.17)
m.b.v. een iteratieve procedure (bekend onder de benaming iteratie van Van
Cittert, Bially of Landweber [20, 123])
h0.x/ D n.x/; (2.18)
hkC1.x/ D hk.x/C 
(
n.x/− hk ⊗ nR.x/

; (2.19)
met  een positieve parameter die de convergentie bepaalt. De convolutie aan
de rechterzijde van de iteratievergelijking is eenvoudig te evalueren wegens de
beperkte drager van n.x/:




We kunnen vrij gemakkelijk aantonen dat het iteratieschema convergeert door
formule (2.19) om te zetten naar het frequentiedomein. We bekomen in dat
geval




1 −  OnR.f/

C : : :C









1 −  OnR.f/
kC1
; (2.21)




waarbij de voorwaarde 1 −  OnR.f/ < 1; 8f 2 R21 (2.22)
dient gerespecteerd te worden. Merk allereerst op dat we de fouriertransfor-
matie van nR.x/ reeds bepaald hebben onder de vorm van de Z-transformatie:
OnR.f/ D Lbn .exp.− j2 f// : (2.23)
Gezien de symmetrie van de splines, is het spectrum OnR.f/ zuiver ree¨el. Bo-
vendien volgt uit de normalisatie van de splines dat
max
f
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Figuur 2.4: De residuele fout bij het berekenen van de veralgemeende vierde-orde
kardinale spline op een hexagonaal rooster neemt snel af.
Convergentie is dus verzekerd wanneer
min
f
 OnR.f/ > 0: (2.25)
Op basis van tabel 2.2 blijkt deze voorwaarde alvast vervuld t.e.m. vierde orde.
De convergentievoorwaarde van formule (2.22) met de vaststellingen uit
formules (2.24) en (2.25) laten 0 <  < 2 toe. Ter illustratie berekenen we de
kardinale spline van vierde orde op een hexagonaal rooster. Figuur 2.4 toont de
residuele fout
3.x/− hk ⊗ 3R.x/2, als functie van het aantal iteraties en
de parameter  . Het is duidelijk dat het iteratieschema snel convergeert. Merk
ook op dat er inderdaad divergentie optreedt voor  > 2. Figuur 2.5 toont het
resultaat: de tweedimensionale kardinale splines van vierde orde gedefinieerd
op een vierkant en hexagonaal rooster.
















































Figuur 2.5: De tweedimensionale kardinale splines van vierde orde gedefinieerd op
een vierkant en hexagonaal rooster.
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2.2.3 De orde van approximatie
De orde van approximatie is een wiskundig concept dat ons leert in hoeverre
we mogen verwachten dat een functie g.x/, die verondersteld is gekend te zijn,
zal benaderd worden door ons signaalmodel. Beschouw het rooster
Rh D hR; h 2 RC ; (2.26)
waarbij h een schalingsfactor is, waarmee we het rooster kunnen verfijnen.





c.k/n.x − Rhk/: (2.27)
We kunnen intuı¨tief verwachten dat de fout jjsn − gjj2 afneemt, wanneer h
verkleint. In het algemeen wordt de approximatiefout in het frequentiedomein






waarbij Eint.f/ een foutkern is die enkel afhankelijk is van de interpolatie-
functie. De informatie van de functie g.x/, meerbepaald de monsterwaarden
g.Rhk/, zit vervat in het model sn.x/. De foutkern is bekend in de litera-
tuur [140] en wordt gegeven door
Eint.f/ D
Pk2Z210 On.f C ORk/
2 CPk2Z210
 On.f C ORk/2Pk On.f C ORk/2 ; (2.29)
waarbij OR het reciproque rooster is van R.
In het geval van hexagonale roosters zijn we erin geslaagd om de analy-
tische vorm van de fouriergetransformeerde O0.f/ van de eerste-ordespline te
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De constructie van hogere-ordesplines m.b.v. opeenvolgende convoluties en de
convolutiestelling laten toe om een algemene analytische vorm te bepalen:
On.f/ D
 O0.f/nC1 =n: (2.30)
Wanneer we de schalingsfactor h verkleinen, neemt ook het argument van
Eint uit formule (2.28) af. We mogen dan ook verwachten dat voor een goede
interpolatiefunctie Eint nul wordt in de oorsprong. De orde van approxima-
tie is een maat voor hoe snel de residuele fout afneemt naar nul als functie
van h: .h/ / hL . Strang en Fix [132, 140] hebben de volgende equivalente





@ f m11 @ f m22
D 0; m1 C m2  L : (2.31)
Deze voorwaarde is geverifieerd m.b.v. een geavanceerd softwarepakket voor
symbolische manipulatie [185]. Hieruit blijkt dat de benaming “.n C 1/-de
orde” voor de veralgemeende splines overeenstemt met de orde van approxi-
matie.
2.3 De kleinste-kwadratenbenadering
De klassieke methoden voor herbemonstering houden geen rekening met het
doelrooster. Deze tekortkoming kan aanleiding geven tot storende artefacten
ten gevolge van frequentieverwarring. Nochtans kunnen we, wanneer we een
signaalmodel toepassen op het bron- en doelrooster, de eis opleggen dat er
slechts een minimaal informatieverlies mag optreden. Een voor de hand lig-
gende keuze is om de kwadratische fout tussen de splinevoorstelling voor en
na herbemonstering te minimaliseren. Figuur 2.6 illustreert het principe van
deze kleinste-kwadratenbenadering. Unser en Daubechies [150, 151] hebben
een algoritme afgeleid dat gebaseerd is op het principe van een convolutiege-
baseerde kleinste-kwadratenbenadering. Deze theorie werd ontwikkeld voor
eendimensionale splinerepresentaties en uitgebreid voor scheidbare meerdi-
mensionale splines. Dankzij onze veralgemeende tweedimensionale splines,
is het nu mogelijk om eveneens een kleinste-kwadratenbenadering af te leiden
voor niet-scheidbare roosters.















Figuur 2.6: Herbemonstering m.b.v. een kleinste-kwadratenbenadering zoekt de
nieuwe monsterwaarden Qs. QRk/ zodat de fout jjs − Qsjj2 tussen het signaalmodel s.x/
op het bronrooster R en het signaalmodel Qs.x/ op het doelrooster QR minimaal is.














Qc.k/ Qn.x − QRk/I Qc.k/ 2 R
)
: (2.33)





8n.x − Rk/sn.Rk/; (2.34)
de kleinste-kwadratenoplossing oplevert tussen beide signaalmodellen. Merk
op dat we hier geen eis tot interpolatie van de originele monsterwaarden op-
leggen en dat dit in de praktijk ook niet het geval zal zijn.
Voor een willekeurige functie g.x/ kunnen we de beste benadering in
S. Qn/ volgens de L2-norm vinden door orthogonale projectie op de signaal-
ruimte. De residuele fout g.x/− Qsn.x/ zal aldus orthogonaal zijn ten opzichte
van S. Qn/. Aangezien we de originele functie enkel kennen op de roosterpun-
ten Rk, vervangen we de functie g.x/ door de splinerepresentatie sn.x/ op het
bronrooster R. Nog steeds echter moet gelden
D
sn.x/− Qsn.x/; Qn.x − QRk/
E
D 0: (2.35)
We onderstellen verder steeds dat we met ree¨le grootheden werken en aldus de
complex toegevoegde kunnen weglaten. Gebruikmakend van het signaalmodel
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voor Qsn.x/ kunnen we verder afleiden datD















D Qn.x − QRl/; Qn.x − QRk/E: (2.36)
We kunnen nu de eigenschap die aan de basis ligt van de veralgemeende splines
gebruiken: Qn ⊗ Qn.x/= D Q2nC1.x/. Formule (2.36) wordt dan
sn ⊗ Qn. QRk/ D 
 X
l
.x − QRl/ Qc.l/
!
⊗ Q2nC1. QRk/: (2.37)
De oplossing voor de gezochte coe¨fficie¨nten Qc.k/ is dus
Qc.k/ D




Dit laat ons toe om de kleinste-kwadratenoplossing voor herbemonstering van
het bronrooster R naar het doelrooster QR te schrijven onder de vorm van de
reconstructiefunctie uit formule (2.34):
8n.x/ D (nR−1 ⊗ n| {z }
1
⊗ Qn ⊗





De deeluitdrukkingen 1 − 3 groeperen respectievelijk:
1. De directe splinetransformatie die de splinecoe¨fficie¨nten op het bron-
rooster berekent.
2. De kleinste-kwadratenbenadering.
3. De finale convolutie die de functie in de ruimte S. Qn/ construeert m.b.v.
de nieuwe splinecoe¨fficie¨nten.
Merk op dat de keuze van n verschillend kan zijn voor het signaalmodel
dat wordt aangewend voor bron- en doelrooster. Ter illustratie gaan we tonen
de resultaten voor herbemonstering van een orthogonaal bronrooster R naar




Figuur 2.7: De kleinste-kwadratenbenadering met de eerste-ordespline wordt ook
“oppervlakteprojectie” genoemd. Zo zal de bijdrage van de monsterwaarde van het
bronroosterpunt p1 aan de nieuwe monsterwaarde van het doelroosterpunt Qp0 propor-
tioneel zijn met de gemeenschappelijke oppervlakte van de roostercellen (aangeduid
in het grijs).
In het geval n D 0 wordt de reconstructiefunctie van formule (2.39) ver-
eenvoudigd tot
80.x/ D 0 ⊗ Q0.x/=: (2.40)
Er zijn dus geen inverse filteroperaties nodig en de drager is bijgevolg beperkt.
Dit geval wordt ook “oppervlakteprojectie” genoemd,2 aangezien de herbe-
monstering proportioneel met de overlap van de roostercellen gebeurt, zoals
geı¨llustreerd in figuur 2.7. In dit voorbeeld zoeken we een monsterwaarde
voor het doelroosterpunt Qp0. Merk op dat in het geval van eenvoudige interpo-
latie met de eerste-ordespline van het bronrooster, de nieuwe monsterwaarde
gegeven wordt door die van het dichtste bronroosterpunt, in dit geval dus p2.
Figuur 2.8 (a) toont de reconstructiefunctie die overeenstemt met de kleinste-
kwadratenspline van eerste orde.
De kleinste-kwadratenbenadering met de tweede-ordespline geeft aanlei-
ding tot de reconstructiefunctie
81.x/ D 1 ⊗ Q1 ⊗
 Q3QR−1 .x/=: (2.41)
De aanwezigheid van de inverse filteroperatie
 Q3QR−1 zorgt voor een (theore-
tisch) onbeperkte drager. De snelle afname maakt echter een benadering op een
eindige drager mogelijk op dezelfde wijze als in formule (2.17). Figuur 2.8 (b)
toont de kleinste-kwadratenspline van tweede orde benaderd op een drager van
2Er bestaat een (gepatenteerde) implementatie van deze methode in hardware voor herbe-
monstering tussen rechthoekige roosters [124].
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[−2:5; 2:5][−2:5; 2:5]. De snelle afname kan gecontroleerd worden door de
reconstructiefunctie eerst te benaderen op een grotere drager. De reconstruc-
tiefuncties 8n.x/ die we op deze wijze bekomen voor veralgemeende splines













































Figuur 2.8: De interpolatiefuncties volgens de kleinste-kwadratenbenadering voor
herbemonstering van een vierkant naar een hexagonaal rooster. (a) Eerste orde (op-
pervlakteprojectie). (b) Tweede orde.
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Figuur 2.9: Herbemonstering met optimale energieconcentratie zoekt naar de recon-
structiefunctie .x/ die optimaal geconcentreerd is in het nyquistgebied van het doel-
rooster QR.
2.4 Reconstructie met optimale energieconcentratie
In dit gedeelte stellen we een alternatieve aanpak voor i.v.m. het ontwerp van




.x − Rk/g.Rk/; (2.42)
die in het frequentiedomein overeenstemt met
Os.f/ D O.f/ OgR.f/: (2.43)
Aangezien het herbemonsteren van s.x/ op een doelrooster QR het spectrum Qs.f/
uitvouwd op het reciproque rooster OQR, gaan we op zoek naar de reconstructie-
functie .x/ die een optimale energieconcentratie bezit in het nyquistgebied
van het doelrooster, m.a.w. de reciproque doelroostercel. Figuur 2.9 illustreert




21  OQR.f/j O.f/j2dfR
R
21  OR.f/j O.f/j2df
(2.44)
te maximaliseren. Bijkomend eisen we ook dat de functie beschikt over een
beperkte drager en een eenheidspartitie vormt. Alvorens te komen tot de op-
lossing van deze probleemstelling, staan we even stil bij de prolate sferoı¨dale
golffuncties, welke de sleutel tot de oplossing zullen vormen.
2.4.1 De prolate sferoı¨dale golffuncties
In een bekende reeks artikels behandelen Slepian, Landau en Pollak [81, 82,
127, 129] een familie perfect bandgelimiteerde functies, die orthogonaal zijn
over een eindig interval [−T=2; T=2] e´n .−1;C1/.
42 Lineaire herbemonstering
Gegeven de constanten T > 0 en 2 > 0, dan bestaat er een aftelbaar on-
eindig aantal functies  0.x/,  1.x/,  2.x/, : : : en een corresponderend aantal
positieve ree¨le getallen 0 > 1 > 2 > : : :, zodanig dat
1. De functies  i .x/ bandbeperkt zijn tot de frequentieband [−2;2], or-
thonormaal, ree¨el en compleet op de ree¨le as voor elke willekeurige
bandbeperkte functie:Z
R
 i .x/ j .x/dx D

0; i 6D j
1; i D j: (2.45)
2. De functies  i.x/ bovendien orthogonaal zijn en compleet voor alle
functies met eindige energie en drager [−T=2; T=2]:Z T=2
−T=2
 i .x/ j .x/dx D

0; i 6D j
i ; i D j: (2.46)




sin .22.x − t//
.x − t/  i .t/dt: (2.47)
Slepian et al. ontdekten dat de gezochte functies, m.n. de oplossing van
de integraalvergelijking (2.47), overeenstemmen met geschaalde versies van
de oplossing van de golfvergelijking [96, hfdst. 11.3] [133] in het prolate
sferoı¨dale coo¨rdinatenstelsel [97, hfdst. 5.1], vanwaar hun benaming.
Voor onze toepassing is vooral de nulde prolate sferoı¨dale functie van be-
lang. Deze functie, bandbeperkt tot [−2;2], heeft de hoogst mogelijke ener-
gieconcentratie in het interval [−T=2; T=2]. Vooraleer we de reconstructie-
functie op basis van een veralgemening van deze aanpak kunnen berekenen,
dienen we echter de prolate sferoı¨dale rijen te introduceren.
2.4.2 De prolate sferoı¨dale rijen
De prolate sferoı¨dale rijen ontstaan door de probleemstelling te behandelen
in een discreet domein [128]. Deze behandeling laat ons toe om de prolate
sferoı¨dale golffuncties effectief te berekenen.
We zoeken een rij v.k/, k D 0; : : : ;M − 1, met spectrum Ov. f / gegeven
door
PM−1
kD0 v.k/ exp.− j2k f /, zodanig dat de energieconcentratie in een ge-
geven frequentieband [−W;W ], 0 < W < 1=2, gegeven door
 D
R W
−W j Ov. f /j2dfR 1
2
− 12
j Ov. f /j2df
; (2.48)
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maximaal is. Merk op dat het spectrum Ov. f / periodiek is met periode 1. Steu-








hetgeen ons toelaat om formule (2.48) te herschrijven als een quotie¨nt van





met v D [v.0/ v.1/ : : : v.M −1/]0 en met A een ree¨el symmetrische matrix die
de convolutie met een ideaal laagdoorlaatfilter bewerkstelligt:
[A]m;n D sin.2W .m − n//
.m − n/ : (2.51)
De discrete prolate sferoı¨dale rijen (DPSS, Eng. discrete prolate spheroidal
sequences) zijn dan de genormaliseerde eigenvectoren van de matrix A:
M−1X
nD0
sin.2W .m − n//
.m − n/ v.n/ D v.m/: (2.52)
Dit eigenwaardenprobleem heeft M verschillende eigenwaarden .i/ en eigen-





2 D 1; en M−1X
nD0
v.i/.n/  0; 8i: (2.53)
De betekenis van de DPSS is vooral duidelijk door de vectoren te ordenen
volgens dalende eigenwaarde. Het prolate sferoı¨dale venster (DPSW) is dan
de eerste vector, namelijk die met de grootste eigenwaarde, en heeft aldus
de beste energieconcentratie in het frequentiebereik [−W;W ]. De volgende
eigenvector staat loodrecht op deze eerste, en heeft daarenboven een zo hoog
mogelijke energieconcentratie in de gegeven frequentieband. Op die wijze
vormen de vectoren een orthonormale basis. Het prolate sferoı¨dale venster
heeft vele toepassingen, b.v. als venster voor korte-tijdsfourieranalyse [43], bij
het ontwerp van digitale filters [145], in de medische beeldverwerking [67] en
bij de verwerking van radarbeelden [141].
Figuur 2.10 toont de eigenwaarden voor M D 35 en verschillende waar-





















Figuur 2.10: De eigenwaarden overeenstemmend met de discrete prolate sferoı¨dale
rijen. Merk op dat de eigenwaarden samenklitten rond 0 en 1.
duidelijk rond 1 en 0. Hierdoor wordt het verschil tussen opeenvolgende ei-
genwaarden vanaf een bepaalde M kleiner dan de eindige precisie waarmee de
meeste programma’s rekenen, hetgeen belet om het probleem nog correct nu-
meriek op te lossen [35, 180]. Figuur 2.11 geeft weer hoe het relatief verschil
tussen de twee grootste eigenwaarden afneemt als functie van M voor verschil-
lende W . Het ontaarden van de numerieke berekening kan worden voorkomen
door het gebruik van een pakket met instelbare numerieke precisie [16] of door
een alternatieve formulering [51, 181].
Een belangrijke eigenschap van de prolate sferoı¨dale rijen is de conver-
gentie naar de prolate sferoı¨dale golffuncties [128]. Dit betekent dat men de
prolate sferoı¨dale golffuncties kan berekenen m.b.v. de DPSS. Stel dat we T
en 2 vast kiezen, dan geldt voor
M ! 1; W D T2
M
; (2.54)
dat de DPSS evenredig zijn met de prolate golffuncties:







.i/ D i ;
en dit bij variatie van n. De waarden van i.x/ buiten het interval [−T=2; T=2]
























Figuur 2.11: Het relatief verschil tussen de twee grootste eigenwaarden als functie
van M en W .




sin.2W .x − n//
.x − n/ v
.i/.n/: (2.55)
2.4.3 Meerdimensionale uitbreiding
In de literatuur wordt de meerdimensionale uitbreiding slechts beperkt behan-
deld. Slepian [127] bespreekt enkel de sferische uitbreiding van de golffuncties
en de scheidbare uitbreiding van de rijen aan de hand van het tensorproduct. In
dit werk stellen we een niet-scheidbare tweedimensionale golffunctie voor, op
basis van een hexagonaal frequentiegebied. We vertrekken van een veralgeme-
ning van de DPSS naar twee dimensies en laten deze vervolgens convergeren
naar de corresponderende continue tweedimensionale prolate sferoı¨dale golf-
functie.
We zoeken een tweedimensionale rij v.n1; n2/ (n1; n2 D 0; : : : ;M − 1)
met spectrum Ov. f1; f2/ en een maximale energieconcentratie in een tweedi-
mensionaal frequentiegebied W, zodanig dat de verhouding
 D
R









maximaal is. Analoog aan het eendimensionale geval, bekomen we op ba-
sis van Parsevals theorema een eigenwaardenprobleem, waarbij de tweedi-
mensionale indexering m.b.v. lexicografische ordening door e´e´n enkele index
i D 0; 1; : : : ;M2 − 1 gebeurt:
M2−1X
iD0
K .nk − ni/v.ni/ D v.nk/; (2.57)





exp. j2hf; xi/df: (2.58)
De normalisatie van de eigenvectoren verloopt analoog als in het eendimensi-
onale geval, alsook de convergentie volgens formule (2.54) naar de golffunctie
in het continue domein. Indien we nu de inverse fouriergetransformeerde van
een hexagonaal gebied (zie bijlage A) gebruiken voor K .x/, bekomen we een
functie, optimaal geconcentreerd in dit gebied.
In bijlage B stellen we een algemene N -dimensionale uitbreiding voor van
de DPSS en eveneens een methode om de symmetrie van het opgegeven fre-
quentiegebied uit te buiten om een reductie te bekomen met een factor 2N van
de orde van de matrix waarvan de eigenwaarden dienen te worden bepaald.
2.4.4 De optimale reconstructiefunctie
We beschikken nu over de nodige achtergrond voor het ontwerp van een re-
constructiefunctie met optimale energieconcentratie. Beschouw de volgende
randvoorwaarden:













• Een beperkte drager [−5; 5]  [−5; 5].
• Een optimale energieconcentratie in de reciproque doelroostercel.
• Het vormen van een eenheidspartitie.
De functie  0.x/ wordt berekend m.b.v. de voorgaande methode waarbij het
gegeven frequentiegebied de reciproque doelroostercel is. Figuur 2.12 toont de
convergentie van de tweedimensionale DPSS naar de continue functie  0.x/.
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Bij de overgang van M D 13 naar M D 15 is het relatief energieverschil tussen
beide (geı¨nterpoleerde3) oppervlaktes nog slechts 2%. Om een geldige recon-
structiefunctie te zijn, dient deze functie ook een eenheidspartitie te vormen.
Daartoe normaliseren we de functie als volgt:
.x/ D  0.x/P
k  0.x C Rk/
: (2.60)
Gelukkig verschilt deze normalisatie weinig als functie van x en vervormt dus
in de praktijk nauwelijks de vorm van de originele functie  0.x/. Figuur 2.13
geeft de uiteindelijke reconstructiefunctie weer. In tegenstelling tot de recon-
structiefunctie gebaseerd op de kleinste-kwadratenbenadering vanaf tweede
orde, wordt de drager van  0.x/ reeds bij het ontwerp ervan beperkt.











































































































Figuur 2.12: Berekening van de functie  0.x/ m.b.v. de DPSW voor (a) M D 5,
(b) M D 7, (c) M D 9, (d) M D 11, (e) M D 13, (f) M D 15.


















Figuur 2.13: De reconstructiefunctie met optimale energieconcentratie gebaseerd op
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Figuur 2.14: Het gibbseffect wordt duidelijk zichtbaar in (b) nadat 60% van de fou-
riercoe¨fficie¨nten corresponderend met de hoogste frequenties uit het spectrum van de
ideale rand in (a) op nul gezet zijn.
2.5 Artefacten door herbemonstering
Een wiskundige analyse van interpolatiefuncties, zoals b.v. de orde van ap-
proximatie, geeft slechts een gedeeltelijke indicatie van mogelijke artefacten.
In 2.6 zullen we aan de hand van toepassingen en resultaten mogelijke artefac-
ten van herbemonstering illustreren en verklaren. We wensen echter allereerst
een kort overzicht te geven van typische artefacten: ringvormige artefacten
(Eng. ringing), frequentieverwarring (Eng. aliasing), blokartefacten (Eng. jag-
giness) en vervaging (Eng. blurring).
Ringvormige artefacten
Doordat de meeste (goede) reconstructiefuncties oscilleren, kunnen er lood-
recht op (scherpe) randen in een beeld ringvormige artefacten optreden. Dit
wordt het gibbseffect genoemd. Het is in feite het gevolg van het (te) scherp
afbreken van een spectrum in het frequentiedomein. Dit artefact is dan ook ei-
gen aan de ideale interpolatiefunctie. Het experiment in figuur 2.14 illustreert
het gibbseffect op een ideale rand. Nadat de hoogste fouriercoe¨fficie¨nten van
de discrete fouriertransformatie van de ideale rand in (a) op nul zijn gezet, ver-
schijnen duidelijk ringvormige artefacten in (b). Merk op dat dit experiment
overeenstemt met sinc-interpolatie vertrekkend vanaf een gereduceerd aantal
monsterwaarden.
Frequentieverwarring
Frequentieverwarring treedt op wanneer herbemonstering aanleiding geeft tot
nieuwe frequentiecomponenten. Artefacten door frequentieverwarring treden
2.5. Artefacten door herbemonstering 51
(a) (b)
Figuur 2.15: Frequentieverwarring veroorzaakt storende moire´-patronen in dit test-
beeld. (a) Voor herbemonstering. (b) Na herbemonstering.
vooral op bij hoge-frequentiecomponenten, d.w.z. bij frequenties buiten of
rond de grens van het nyquistgebied van het doelrooster. Typische voorbeel-
den zijn artefacten in gestreepte kleding, jute stof, jaloeziee¨n, texturen, en-
zovoort. Vele van deze artefacten worden geklasseerd onder de benaming
“moire´-patronen”. Figuur 2.15 toont een testbeeld voor en na herbemon-
stering. De fijne structuur in het motief van de kleding veroorzaakt moire´-
patronen ten gevolge van frequentieverwarring. Verder in dit werk, bij de be-
spreking van de resultaten voor praktische toepassingen, zullen we deze arte-
facten gedetailleerd toelichten.
Volledigheidshalve vermelden we dat moire´-patronen afkomstig zijn uit
een veel ruimere context dan herbemonstering. In het algemeen kunnen ze
optreden door de interactie van twee repetitieve structuren [48]. Een moire´-
patroon is een (onverwachte) nieuwe, trager varie¨rende, repetitieve structuur
met vaak een verschillende orie¨ntatie. De zichtbaarheid van een moire´-patroon
is meestal zo groot dat ze kan worden aangewend voor nuttige toepassingen
zoals het meten van kleine verplaatsingen en hoeken, optische alignatie, kris-
tallografie, creatie van kunst, enzovoort [13]. Deze patronen hebben bovendien
hun naam te danken aan deze opvallende aanwezigheid. “Moire´” is het Franse
woord voor “gevlamd”. Bij herbemonstering ontstaan moire´-patronen door
interactie van de beeldinhoud met de bemonsteringsroosters. In dat geval vor-
men deze patronen echter een ongewenst verschijnsel dat, door zijn vaak grote
zichtbaarheid, een opvallende achteruitgang van de beeldkwaliteit betekent.
52 Lineaire herbemonstering
Blokartefacten
Blokartefacten treden op bij reconstructiefuncties met een (zeer) kleine drager,
zoals b.v. dichtste-buur-interpolatie [21]. De structuur van de reconstructie-
functie kan daardoor duidelijk optreden in het resultaat. Zo worden blokarte-
facten ondermeer zichtbaar bij het “vergroten” van een beeld m.b.v. dichtste-
buur-interpolatie.
Vervaging
In een poging om frequentieverwarring tegen te gaan, kan een reconstructie-
functie worden ontworpen met een (betere) laagdoorlaatkarakteristiek, zoda-
nig dat hoge-frequentiecomponenten, die aanleiding geven tot frequentiever-
warring, krachtiger worden onderdrukt. Bij een sterkere laagdoorlaatfiltering
worden de beelden onscherper. Deze vervaging geeft aanleiding tot een onge-
wenst kwaliteitsverlies dat vaak even storend of, volgens sommige onderzoe-
kers [63, 64], zelfs storender wordt ervaren dan frequentieverwarring.
In de praktijk dienen lineaire herbemonsteringsmethoden een evenwicht
te zoeken tussen deze artefacten. Daarbij is voornamelijk het vinden van een
gulden middenweg tussen frequentieverwarring en vervaging een belangrijke
uitdaging. Lineaire technieken die rekening houden met het doelrooster, trach-
ten het nyquistgebied van dit doelrooster voorop te stellen als een te berei-
ken ideaal volgens een gegeven criterium (b.v. kleinste-kwadratenafwijking of
energieconcentratie). Merk op dat het echter onnodig is dit wiskundig ideaal
te bereiken [140]. De implementatie daarvan is immers niet mogelijk wegens
een onbeperkte drager (of toch onpraktisch doordat een benadering een grote
drager vereist door de trage afname van deze reconstructiefuncties). Daaren-
boven zorgt een te abrupte laagdoorlaatkarakteristiek in het frequentiedomein
van deze reconstructiefuncties voor het gibbseffect en aldus ringvormige arte-
facten. De kleinste-kwadratensplines laten toe om m.b.v. de orde die vrij kan
gekozen worden, een compromis tussen vervaging, frequentieverwarring en
ringvormige artefacten te bekomen.
2.6 Toepassingen en resultaten
In wat volgt werken we enkele toepassingen waar herbemonstering een on-
derdeel van het beeldverwerkingsproces vormt, verder uit. Aan de hand van
deze toepassingen uit de praktijk, maken we bovendien de voorgaande begrip-
pen aanschouwelijker. We doen dit door enkele druktechnieken onder de loep
te nemen, waaronder gravurediepdruk en kleurendrukwerk. Daarbij besteden
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we ook bijzondere aandacht aan de artefacten die bij herbemonstering kunnen
optreden.
We introduceren eerst enkele interessante testbeelden (zie figuur 2.17). We
vermelden telkens na de naam van het beeld de resolutie.
(a) “Zoneplate” (256  256) is een interessant synthetisch testbeeld. Het is
het tweedimensionaal equivalent van een frequentiezwaai: de frequen-
ties lopen lineair op vanaf de linkerbovenhoek naar de uiteinden van
het beeld, waar de maximale frequentie optreedt en dus de grens van











waarbij x gedefinieerd is over een orthonormaal M  M rooster. De
ogenblikkelijke genormaliseerde frequentie op een positie x is x=.2M/.
In wat volgt zullen we vaak experimenteren en redeneren met frequen-
tiecomponenten. In het spatiale domein wordt een sinusoı¨dale functie
met frequentie p gegeven door
cos.2hp; xi/ D exp. jhp; xi/C exp.− jhp; xi/
2
(2.62)
en stemt in het frequentiedomein overeen met twee diracimpulsen bij de
frequenties p en −p:
F fcos.2hp; xi/g.f/ D .f − p/C .f C p/
2
: (2.63)
We stellen deze componenten vaak voor op de wijze zoals weergegeven
in figuur 2.16. Merk op dat met de spatiale lokatie x in het testbeeld “zo-
neplate” lokaal met een patroon met frequentie x=.2M/ overeenstemt.
Deze correspondentie zal bijzonder nuttig en krachtig blijken te zijn bij
de bespreking van de resultaten die we bekomen met dit testbeeld.
(b) “Hemd” (256  256) is een natuurlijk beeld. De hoge-
frequentiecomponenten in het hemdmotief kunnen voor problemen
zorgen bij herbemonstering.
(c) “Barbara” (512512) is ook een natuurlijk beeld. De gestreepte kleding
vormt eveneens een potentieel gevaar bij herbemonstering.
(d) “Tekst” (150  64) is een synthetisch beeld met enkele letters. Dit beeld









Figuur 2.16: (a) In de reciproque roostercel van het vierkant bronrooster stemt het
grijze gebied overeen met het frequentiegebied dat door het testbeeld “zoneplate”
wordt representeerd. De frequentiecomponenten .f − p/ en .f C p/ worden aan-
geduid door vectoren in het frequentiedomein. (b) In feite duiden deze vectoren enkel
de geometrische plaats aan van hun frequentie. De intensiteit van een frequentiecom-
ponent wordt weergegeven door de wegingsfactor van een diracimpuls op die plaats.
Verderop maken we gebruik van de weergave uit (a).









Aan nagenoeg alle hedendaagse druktechnieken liggen binaire proce´de´s ten
grondslag: er is inkt of er is er geen. Deze beperking belet om rechtstreeks
grijswaarden weer te geven. Rastertechnieken zorgen ervoor dat een mense-
lijke waarnemer, wanneer hij het drukwerk vanop een normale afstand bekijkt,
alsnog de illusie krijgt dat de beelden wel degelijk grijswaarden bevatten. Om
dit resultaat te bekomen, doen rastertechnieken een beroep op de beperkte spa-
tiale resolutie van het menselijk oog. Vanop een voldoende grote afstand wor-
den kleine (binaire) stipjes als het ware geı¨ntegreerd tot een uniforme grijs-
waarde gelijk aan de lokale gemiddelde bedekking. We onderscheiden twee
grote categoriee¨n in het rasteren. Enerzijds klassiek rasteren, waarbij raster-
punten van verschillende grootte op een periodiek rooster worden geplaatst.
Anderzijds stochastisch rasteren [83], waarbij rasterpunten van gelijke grootte
stochastisch verdeeld worden. Klassiek rasteren is nog steeds de meest ge-
bruikte techniek voor professioneel drukwerk. Om monsterwaarden te ver-
krijgen die elk de grootte van een corresponderend rasterpunt bepalen, is een
herbemonstering noodzakelijk naar het rooster gebruikt door de rastering. We
bekijken nu eerst een specifieke druktechniek van naderbij, m.n. gravurediep-
druk.
Rotationele gravurediepdruk [1,2,28,60] is een druktechniek die aan hoge
snelheid grote oplagen kan produceren aan een constante en hoge kwaliteit. De
principes werden reeds ontdekt in China rond 100 voor Christus. Figuur 2.18
illustreert de werking van een moderne rotationele gravurediepdrukpers. Een
gladde metalen vormcilinder is bedekt met kleine inkepingen of napjes die het
beeld voorstellen. Nadat de draaiende cilinder bevochtigd is met inkt, verwij-
dert een stalen rakel de inkt over de hele lengte van het gladde cilinderopper-
vlak, behalve in de verdiepte delen, m.n. de inkepingen. Vervolgens wordt de
cilinder met grote druk tegen het substraat geplaatst, zodat elke inkeping een
vlekje inkt in verhouding tot het volume van de inkeping achterlaat. De vorm-
cilinder bestaat uit staal en is bedekt met een dunne laag elektrolytisch aange-
bracht koper. Aanvankelijk werd deze koperen laag chemisch gee¨tst, maar om
ecologische redenen wordt momenteel bijna uitsluitend elektronische gravure
gebruikt. Elektronische gravure kan gebeuren m.b.v. een diamanten kop die
9000 keer oscilleert per seconde. Het is ook mogelijk om meerdere koppen te-
gelijk (digitaal) aan te sturen. Een andere mogelijkheid is om de inkepingen te
graveren m.b.v. e´e´n laser aan 70000 cellen per seconde. Na het aanbrengen van
de inkepingen, wordt de cilinder beschermd met een dun laagje chroom, zodat
het oppervlak bestand is tegen de stalen rakel en een lange levensduur krijgt.






Figuur 2.18: De werking van moderne rotationele diepdruk [28].
De kosten die gepaard gaan met het aanmaken van een set vormcilinders, zijn
vrij hoog. Gezien deze hoge kostprijs, de hoge druksnelheid (tot 15 meter per
seconde) en de constante en goede kwaliteit, wordt deze druktechniek voorna-
melijk aangewend voor grote oplagen (in de orde van honderdduizend repro-
ducties), zoals postordercatalogi, reisbrochures, verpakkingen, enzovoort.
Roosters en simulatie
Laten we ons in eerste instantie tot monochroom drukwerk beperken. Het
rooster dat gebruikt wordt op de vormcilinder, stemt niet overeen met datgene
waarmee typisch digitale beelden worden opgeslagen in de computer. Be-
schouwen we een origineel bronrooster van 300300 dpi (Eng. dots per inch),
opgeslagen volgens een genormaliseerd vierkant rooster. Gravurediepdruk ge-
bruikt typisch een semi-regulier hexagonaal rooster (van het tweede type) met















Figuur 2.19 toont de respectievelijke spatiale en reciproque roostercellen.
Om de resultaten na herbemonstering van het bronrooster R naar het doel-




 QR  OR
 OQR
Figuur 2.19: (a) De roostercel  QR in het geval van gravurediepdruk ten opzichte van
de vierkante bronroostercel R. (b) De reciproque roostercellen.
Figuur 2.20: Een stukje van het “lena” testbeeld gerasterd op de wijze van gravure-
diepdruk (simulatie: 2, 4, 8). De uitvergrotingen tonen duidelijk de individuele
rasterpunten.
terproces. In bijlage C wordt deze simulatie uitvoerig besproken. Figuur 2.20
toont het resultaat voor een stukje uit het testbeeld “lena”. De kleinste van
deze simulaties, bestemd voor afdrukapparaten met een adresseerbaar rooster
van 600  600 dpi, is nog steeds tweemaal groter dan het “echte” resultaat
op gravurediepdruk. Om hetzelfde effect te bekomen, dient men de simulaties
vanop ongeveer 60 cm te bekijken, of tweemaal de gewone kijkafstand.
Een objectieve perceptuele kwaliteitsmaat
We zullen de resultaten die we bekomen vooreerst beoordelen aan de hand
van onze eigen subjectieve indruk. Het is echter bijzonder nuttig om daarnaast
ook over een objectieve kwaliteitsmaat te beschikken die toelaat de resultaten
kwantitatief te vergelijken. Daarom zullen we, naast de subjectieve beoorde-
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ling, ook gebruik maken van een objectieve kwaliteitsmaat die we zelf hebben
ontwikkeld en die ons een kwantatieve indicatie geeft van de fout tussen het
originele beeld en het herbemonsterde en gerasterde beeld. Deze kwaliteits-
maat is geı¨nspireerd op het menselijk visueel systeem (HVS, Eng. Human
Visual System) en kan dus min of meer bestempeld worden als een objectieve
perceptuele maat om beelden met hun gerasterde versies te vergelijken.
Er zijn twee belangrijke moeilijkheden die optreden wanneer we het ori-
ginele beeld op het 300  300 dpi bronrooster en het gerasterde beeld wensen
te vergelijken. Waar het originele beeld een grijswaardenbeeld is, is het geras-
terd beeld een binair beeld, dat bovendien gegeven is op een veel fijner rooster.
Dit gerasterd beeld kan het resultaat zijn van een simulatie (zoals in ons geval
van gravurediepdruk), maar dit kan ook een intermediair beeld zijn voor een
drukproces dat eveneens de rasterpunten construeert aan de hand van kleine
micropuntjes (zoals b.v. een laserprinter). De meeste visuele kwaliteitsmaten
die worden beschreven in de literatuur, zijn bedoeld om beelden voor en na ver-
lieshebbende compressie te vergelijken [95]. Deze technieken bieden niet de
mogelijkheid om beelden met een verschillende spatiale en een verschillende
tonale resolutie te vergelijken. Verder zijn er ook technieken, zogenaamd “in-
vers rasteren” (Eng. inverse halftoning), die als doel hebben om een gerasterd
beeld opnieuw naar een grijswaardenbeeld om te zetten. Daarbij wordt er niet
naar gestreefd om het bekomen beeld te vergelijken. Onze visuele kwaliteits-
maat combineert elementen uit beide technieken.
De techniek die we voorstellen, is conceptueel volledig opgesteld in het
continue domein. Enerzijds beschouwen we het originele beeld g1.x/ dat we
bekomen m.b.v. dichtste-buur-interpolatie van de originele beelddata. Ander-
zijds hebben we het binaire beeld g2.x/, dat ontstaat door herbemonstering
naar een nieuw rooster en dat vervolgens gerasterd wordt. In een eerste fase
zullen we de frequentiegevoeligheid van het HVS modelleren. Daarna zul-
len we de randen lokaliseren en hun sterkte schatten aan de hand van een
gradie¨ntoperator.
Zoals reeds aangehaald, zijn rastertechnieken voor drukwerk gebaseerd op
de laagdoorlaatkarakteristiek van het HVS. Het opmeten van een dergelijke
karakteristiek gebeurt door een menselijke waarnemer bloot te stellen aan een
sinusoı¨dale patroon met een bepaalde frequentie, waarvan het contrast wordt
verhoogd totdat de waarnemer het frequentiepatroon opmerkt. Aldus beko-
men we de contrastdrempel voor een bepaalde frequentie. Het inverse van de
contrastdrempel is de contrastgevoeligheid, waaruit men een model voor de
frequentiekarakteristiek van het HVS kan afleiden. Een vaak gebruikt model
is [95, 122, 184]
1. f / D 1:5 exp
(− 2 f 2− exp (−2 2 f 2 ; (2.66)
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met  D 0:21 en f uitgedrukt in cycli per graad (cpd). In de praktijk is
de waarde van  afhankelijk van meerdere omgevingsfactoren zoals contrast,
belichting, enzovoort [184]. Eenmaal de kijkafstand d is gekend, kan de om-






Het anisotrope gedrag van het HVS wordt gemodelleerd door
. f1; f2/ D 1. f /1 C exp.. f − f0// cos
4.2/
1 C exp.. f − f0// ; (2.68)
waarbij f D
q
f 21 C f 22 ,  D arctan. f2= f1/,  D 8 en f0 D 11:13 cpd.
Allereerst filteren we beide beelden g1.x/ en g2.x/met de frequentiekarak-
teristiek .f/. We bekomen aldus g1;.x/ en g2;.x/. Merk op dat deze operatie
de kleine (binaire) stipjes van de rastering in het beeld g2.x/ “uitsmeert” en we
aldus een grijswaardenbeeld g2;.x/ verkrijgen. Dit gedeelte van de kwaliteits-
maat komt overeen met invers rasteren. Beide beelden g1;.x/ en g2;.x/ zijn
nu vergelijkbaar, hetgeen ons toelaat een foutbeeld
e.x/ D g1;.x/− g2;.x/ (2.69)
te bepalen.
Een volgende stap in de berekening van de kwaliteitsmaat, is het afleiden
van een binair beeld dat aangeeft waar zich “echte” randen in het beeld be-
vinden. Een veelgebruikte methode voor het schatten van randen is gebruik te














De vergelijking van jjrg.x/jjl2 ten opzichte van een drempelwaarde laat toe
om te beslissen of er al dan niet een rand aanwezig is:
gT .x/ D

0; jjrg.x/jjl2  T
1; jjrg.x/jjl2 > T :
(2.71)
Opdat we enkel randen zouden detecteren die geen aanleiding geven tot moire´-
patronen, filteren we het originele beeld vooraf met een laagdoorlaatfilter dat
frequentiecomponenten onderdrukt die kunnen leiden tot moire´-patronen. Het
bekomen beeld noemen we g1;L.x/ en het randbeeld g1;T .x/. Het complemen-
taire randbeeld is dan g1; NT .x/ D 1 − g1;T .x/.
















Figuur 2.21: Een overzicht van het concept van de visuele kwaliteitsmaat.
We kunnen nu twee numerieke maten berekenen. De eerste maat 1 geeft




21 g1; NT .x/e2.x/dxR
R
21 g1; NT .x/g21;.x/dx
: (2.72)
De energie uit het foutbeeld e.x/ wordt aldus genormaliseerd ten opzichte van
de energie in het originele beeld. Met deze numerieke maat wensen we voorna-
melijk een indruk te krijgen van de fout geı¨ntroduceerd door moire´-patronen.
De tweede maat 2 wordt gegeven door de verhouding van de energie in de








rg1;.x/2l2 dx : (2.73)
Hoe groter de waarde van 2, hoe beter de scherpte van de randen in het beeld
g2.x/ bewaard wordt.
Figuur 2.21 toont schematisch het principe van de berekening van de kwa-
liteitsmaat. In de praktijk dienen we uiteraard de berekening uit te voeren op
een fijn rooster. We gebruiken daartoe het rooster waarmee we de gerasterde
beelden simuleren. Het originele beeld wordt op dezelfde resolutie gebracht
m.b.v. dichtste-buur-interpolatie. De gradie¨ntoperator benaderen we door een
Sobeloperator [85]. Deze operator convolveert de beelden op de (vierkante)
roosters achtereenvolgens met een discretisering van de afgeleide in horizon-
tale en verticale richting:
sH D
2
4 1 0 −12 0 −2
1 0 −1
3
5 ; sV D s0H : (2.74)
De norm jjrg.x/jjl2 wordt vervangen door het maximum van de absolute
waarde van beide convoluties. De overige aanpassingen liggen voor de hand.
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Resultaten
We zullen de zes lineaire herbemonsteringstechnieken uit dit hoofdstuk toe-
passen in het geval van gravurediepdruk. De eerste drie technieken maken
gebruik van klassieke interpolatiefuncties en houden dus geen rekening met
het doelrooster. De volgende drie technieken daarentegen zijn wel aangepast
aan het doelrooster, het gravurediepdrukraster. Vooreerst geven we nog even
een korte schets van de herbemonsteringstechnieken.
(a) Interpolatie met de eerste-ordespline. Deze methode stemt overeen met
dichtste-buur-interpolatie.
(b) Interpolatie met de tweede-ordespline. Deze methode stemt overeen met
bilineaire interpolatie.
(c) Interpolatie met de vierde-ordespline. Deze methode stemt overeen met
kubische-B-spline-interpolatie. De implementatie gebeurt m.b.v. een be-
nadering van de interpolatiefunctie op een eindige drager (en dus niet
m.b.v. recursieve filters). Voor een drager met grootte 6  6 bedraagt de
afwijking van de grootste waarde buiten deze drager4 ten opzichte van
de grootste waarde binnen de drager slechts 1%.
(d) Reconstructie met de prolate sferoı¨dale golffunctie. Deze reconstructie-
functie bereikt een optimale energieconcentratie in de reciproque doel-
roostercel van het gravurediepdrukraster voor een gegeven drager. Fi-
guur 2.22 toont de reconstructiefunctie na normalisering, zodat de func-
tie een eenheidspartitie vormt. Voor een drager met grootte 5  5 zijn de
bijdragen aan de rand reeds zeer klein.
(e) Kleinste-kwadratenbenadering met de eerste-ordespline. Zoals eer-
der aangegeven, stemt deze methode overeen met oppervlakteprojectie,
waarbij het aandeel van de bronroostercel in de doelroostercel de bij-
drage bepaalt van de monsterwaarde op een roosterpunt. De afbeelding
van de reconstructiefunctie in figuur 2.23 geeft duidelijk aan dat de dra-
ger beperkt is.
(f) Kleinste-kwadratenbenadering met de tweede-ordespline. Opnieuw is
het doelrooster dat van gravurediepdruk. De reconstructiefunctie wordt
benaderd op een beperkte drager met grootte 8  8, zodat de verhouding
van grootste waarde buiten en binnen deze drager ongeveer 1% bedraagt.
Figuur 2.24 toont de reconstructiefunctie.




















Figuur 2.22: De reconstructiefunctie afgeleid van de prolate sferoı¨dale golffunctie
met een drager van 5  5 waarbij de energieconcentratie optimaal is in de reciproque
doelroostercel van het gravurediepdrukraster.
De eerste belangrijke resultaten die we uitgebreid zullen bespreken, zijn
die van de “zoneplate”. Het zal duidelijk worden hoe artefacten t.g.v. fre-
quentieverwarring ontstaan door herbemonstering. Figuur 2.26 toont het test-
beeld “zoneplate” na herbemonstering (en simulatie). In eerste instantie con-
centreren we ons op de resultaten (a)-(c), welke gebruik maken van herbe-
monstering m.b.v. klassieke interpolatiefuncties: (a) dichtste-buur-interpolatie,
(b) bilineaire interpolatie en (c) kubische-B-spline-interpolatie. Rechtsonder
in het beeld zien we duidelijk een opvallend moire´-patroon onder de vorm
van een nieuwe frequentiezwaai. In figuur 2.27 wordt het deel van de fre-
quentiekaart waarmee dit testbeeld overeenstemt aangeduid in het grijs, als-
ook de twee plaatsen waar er duidelijk moire´-patronen ontstaan. Merk op dat
het tweede moire´-patroon zich manifesteert binnen de reciproque roostercel
van het doelrooster. Om meer inzicht te verschaffen in het ontstaan van deze
moire´-patronen ten gevolge van herbemonstering, zullen we ze nu uitgebreid
toelichten.
We verklaren het eerste moire´-patroon aan de hand van figuur 2.28 (a). Het
originele beeld, gegeven op een bronrooster R, wordt geı¨nterpoleerd m.b.v. een





















Figuur 2.23: De kleinste-kwadratenspline van eerste orde berekend voor het raster
van gravurediepdruk.
interpolatiefunctie .x/. Hierdoor wordt het originele spectrum gefilterd met
O.f/ en dus ook de aangeduide frequentiecomponenten bij p en −p. Wanneer
nu het geı¨nterpoleerde beeld wordt herbemonsterd op het doelrooster QR, wordt
het spectrum uitgevouwen op elk van de reciproque doelroosterpunten, b.v.
op het roosterpunt aangeduid met OQr. Hierdoor ontstaan de nieuwe frequentie-
componenten bij q en −q. Het zijn deze componenten met lage frequentie die
aanleiding geven tot het moire´-patroon dat duidelijk zichtbaar is. Deze redene-
ring verklaart bovendien ook waarom het centrum van het moire´-patroon exact
op het reciproque doelroosterpunt OQr ligt. Dit type moire´-patroon noemen we
“nulde-ordemoire´”, vermits de nieuwe frequentiecomponent een gevolg is van
het originele basisspectrum.
Het tweede moire´-patroon is voornamelijk zichtbaar in de beelden van fi-
guur 2.26 (a)-(b). De verklaring is echter niet minder interessant, aangezien het
moire´-patroon ditmaal optreedt binnen het nyquistgebied van het doelrooster.
We dienen de redenering voor de verklaring van het eerste moire´-patroon uit te
breiden en bekijken daartoe figuur 2.28 (b). Aangezien het originele beeld zelf
ook bemonsterd is, m.n. op het bronrooster, is het spectrum uitgevouwen op
het reciproque bronrooster, b.v. het roosterpunt Or. De frequentiecomponent bij
p geeft aldus ook aanleiding tot een component bij Or C p, die door de interpo-
latiestap gefilterd wordt volgens O.OrCp/. Door herbemonstering wordt echter
ook deze replica uitgevouwen op het reciproque doelrooster, en geeft zodoende



















Figuur 2.24: De kleinste-kwadratenspline van tweede orde berekend voor het raster
van gravurediepdruk.
aanleiding tot een nieuwe frequentiecomponent bij q. Het centrum van het
moire´-patroon ligt ditmaal op de frequentie OrCOQr. Aangezien interpolatie m.b.v.
de kubische B-spline overeenstemt met een splinemodel van hogere orde voor
het bronrooster, wordt de replica Or C p op het reciproque bronrooster reeds
sterk onderdrukt, en manifesteert dit patroon zich veel minder in het beeld van
figuur 2.26 (c). Dit type moire´-patroon noemen we “eerste-ordemoire´”, waar-
mee we aanduiden dat de nieuwe frequentiecomponent afkomstig is van een
replica van het originele spectrum op een naburig reciproque bronroosterpunt.
We zullen nu de resultaten van de andere testbeelden overlopen en eerst
een korte subjectieve beoordeling geven, vooraleer we de objectieve kwali-
teitsmaat berekenen. De figuren 2.29, 2.30 en 2.31 tonen de resultaten voor
respectievelijk de testbeelden “hemd”, “barbara” en “tekst”. In de resulta-
ten van de natuurlijke beelden “hemd” en “barbara” treden opnieuw manifest
moire´-patronen op voor de klassieke interpolatiefuncties (a)-(c). Het resultaat
(a) van “tekst” bevat vooral storende blokartefacten.
Het resultaat m.b.v. de prolate sferoı¨dale golffunctie als reconstructiefunc-
tie wordt weergegeven in (d). Het energiecriterium zorgt ervoor dat de moire´-
patronen in “zoneplate” ditmaal zeer sterk onderdrukt worden, maar dit geeft
duidelijk aanleiding tot vervaging in de beelden “hemd”,“barbara” en “tekst”.
De kleinste-kwadratenbenaderingen leveren een mooi compromis op tus-




Figuur 2.25: Enkele tussenresultaten bij het berekenen van de objectieve kwaliteits-
maat voor het testbeeld “hemd” (bij interpolatie met de vierde-ordespline). (a) Na
filtering met de frequentiekarakteristiek .f/. (b) Het foutbeeld e.x/ (egaal grijs is
nul). (c) Het randbeeld g1;T .x/. (d) Het gradie¨ntbeeld
rg2;.x/l2 (met verhoogd
contrast) waar het randbeeld positief is.
tweede orde geeft voor de natuurlijke beelden “hemd” en “barbara” zelfs het
scherpste resultaat. Een nadeel van deze techniek is wel het optreden van ring-
vormige artefacten bij het testbeeld “tekst”. Merk echter op dat de randen
hierdoor scherper lijken. Tabel 2.3 vat de resultaten van deze subjectieve be-
oordeling samen.
Voor elk van de natuurlijke testbeelden hebben we de objectieve kwaliteits-
maat berekend onder de vorm van 1 en 2. De foutmaat 1 geeft een indicatie
van de fouten in gebieden buiten de randen, zoals moire´-patronen, en willen
we zo klein mogelijk. De maat 2 daarentegen kwantificeert de scherpte in het
beeld en dient dus zo groot mogelijk te zijn. Figuur 2.25 geeft ter illustratie al-
vast enkele tussenresultaten bij het berekenen van de objectieve kwaliteitsmaat.
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In (a) zien we duidelijk dat het gerasterd beeld na filtering met de frequentieka-
rakteristiek .f/ van het HVS omgezet is naar een grijswaardenbeeld. Dit laat
ons toe om het foutbeeld e.x/ in (b) te berekenen. In (c) zien we het randbeeld
dat aangeeft waar zich “echte” randen bevinden. We komen later in dit hoofd-
stuk nog terug op de keuze van de drempelwaarde T . Tot slot, in (d) stellen
we het gradie¨ntbeeld
rg2;.x/l2 voor waar de echte randen zich bevinden
volgens (c).
Tabel 2.4 geeft de waarden van 1 en 2 voor de verschillende testbeel-
den en herbemonsteringstechnieken. Het is voornamelijk onze bedoeling om
de waarden onderling te vergelijken; m.a.w. tussen de verschillende technie-
ken voor eenzelfde testbeeld. Nemen we b.v. de klassieke herbemonsterings-
technieken. De interpolatie met de eerste-ordespline geeft duidelijk scherpe
beelden (hoge 2), maar geeft ook aanleiding tot grote fouten buiten de ran-
den (in dit geval in hoofdzaak te wijten aan moire´-patronen). Interpolatie met
de tweede-ordespline is veel minder scherp, maar vertoont ook een stuk min-
der moire´-patronen. Interpolatie met de vierde-ordespline zorgt voor scherpere
beelden, maar meestal ook sterkere moire´-patronen. Herbemonstering op basis
van de prolate sferoı¨dale golffunctie heeft zeer duidelijk een nefaste invloed op
de beeldscherpte, maar onderdrukt wel goed moire´-patronen (lage 1).
Het is opvallend hoe goed de kleinste-kwadratenbenaderingen scoren vol-
gens deze numerieke maten. Merk echter op dat deze methoden, alhoewel ze
meer moire´-patronen introduceren dan de prolate sferoı¨dale golffunctie, toch
leiden tot een lagere waarde voor 1. Dit komt voornamelijk doordat ook an-
dere afwijkingen in het foutbeeld e.x/ (buiten de moire´-patronen) doorwegen
in de maat 1. De kleinste-kwadratenspline van tweede orde levert voor wat 2
betreft de scherpste beelden op, maar zorgt wel enigszins voor andere artefac-
ten, m.n. ringvormige artefacten.
Het testbeeld “tekst” is een buitenbeentje, aangezien er in dit beeld enkel
scherpe randen zijn. Vermits er geen moire´-patronen optreden in de herbe-
monsterde versies, zijn deze resultaten geschikt om aan te tonen dat de maat
1 inderdaad ook door andere factoren wordt bepaald. Bijvoorbeeld de ring-
vormige artefacten die duidelijk ontstaan bij de kleinste-kwadratenspline van
tweede orde door de zeer scherpe randen, leveren een hoge waarde voor 1 op.
In het algemeen kunnen we echter stellen dat de resultaten van de objectieve
kwaliteitsmaat in overeenstemming zijn met onze subjectieve waarneming.
Het is verder zinvol om de invloed van de waarde van de drempel T ,
die door de objectieve kwaliteitsmaat gebruikt wordt, aan te geven. We be-
schouwen als voorbeeld de herbemonstering van het testbeeld “hemd” met de
vierde-ordespline en de prolate sferoı¨dale golffunctie. Figuur 2.32 toont dat
de waarden van 1 en 2 duidelijk afhankelijk zijn van T , maar de onderlinge
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verschillen tussen de technieken blijven voor een vaste waarde van T bewaard.
Deze trend hebben we ook vastgesteld bij de andere testbeelden.
Tot nog toe hebben we geen aandacht besteed aan de vereiste rekentijd
voor elk van deze herbemonsteringstechnieken. Aangezien de implementatie
van de meeste van de technieken niet geoptimaliseerd is, wensen we vooral
een indicatie te geven van de algoritmische complexiteit. Het doel is om de
complexiteit van de lineaire technieken te kunnen vergelijken met die van de
niet-lineaire in het volgende hoofdstuk.
Veronderstel D21 en D22 het aantal monsterwaarden op respectievelijk het
bron- en het doelrooster. Onderstel bovendien dat de drager van de recon-
structiefunctie D2 bronroosterpunten bedekt. De reconstructiefunctie dient D22
keer te worden berekend en de algoritmische complexiteit is dus O.D2D22/.
Indien de reconstructiefunctie scheidbaar is, zoals de klassieke splines op een
rechthoekig bronrooster, kan een nieuw roosterpunt berekend worden m.b.v.
twee opeenvolgende eendimensionale convoluties. De complexiteit daalt dan
tot O.2DD22/. De klassieke splines uit tabel 2.3 zijn scheidbaar en vallen dus
onder deze klasse. De laatste drie technieken zijn aangepast aan het (niet-












Tabel 2.3: Een overzicht van de lineaire herbemonsteringstechnieken en hun subjectieve beoordeling voor elk van de artefacten op een

































eerste-ordespline 1  1 − − − − − −
tweede-ordespline 2  2 −− −
vierde-ordespline 6  6 − − − −
prolate sferoı¨dale golffunctie 5  5 − − −
kleinste-kwadratenspline van eerste orde 4  4 − −
kleinste-kwadratenspline van tweede orde 8  8 − −
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Tabel 2.4: Resultaten van de objectieve kwaliteitsmaat voor de lineaire herbemonste-
ringstechnieken.
testbeeld reconstructiefunctie 1 2
hemd eerste-ordespline 6.38 89.7
tweede-ordespline 1.83 80.8
vierde-ordespline 1.78 86.4
prolate sferoı¨dale golffunctie 1.25 60.4
kleinste-kwadratenspline van eerste orde 0.99 72.9
kleinste-kwadratenspline van tweede orde 0.85 93.1
barbara eerste-ordespline 3.14 84.7
tweede-ordespline 1.32 77.1
vierde-ordespline 1.42 81.5
prolate sferoı¨dale golffunctie 1.18 59.3
kleinste-kwadratenspline van eerste orde 1.05 70.35
kleinste-kwadratenspline van tweede orde 0.96 89.24
tekst eerste-ordespline 2.30 88.7
tweede-ordespline 1.10 78.0
vierde-ordespline 1.55 74.8
prolate sferoı¨dale golffunctie 2.13 57.0
kleinste-kwadratenspline van eerste orde 1.26 70.5
kleinste-kwadratenspline van tweede orde 2.77 70.1




Figuur 2.26: Resultaten na herbemonstering van het testbeeld “zoneplate”. (a) In-
terpolatie met de eerste-ordespline (dichtste-buur-herbemonstering). (b) Interpo-
latie met de tweede-ordespline (bilineaire interpolatie). (c) Interpolatie met de
vierde-ordespline (kubische-B-spline-interpolatie). (d) Reconstructie met de prolate
sferoı¨dale golffunctie. (e) Kleinste-kwadratenbenadering met de eerste-ordespline.




Figuur 2.27: Het testbeeld “zoneplate” is een spatiale voorstelling van een deel van
een kwadrant van het frequentiedomein (aangeduid in het grijs). De aanduidingen
‘1’ en ‘2’ markeren de frequenties die duidelijk twee moire´-patronen veroorzaken in










Figuur 2.28: Het ontstaan van de moire´-patronen ‘1’ en ‘2’ (figuur 2.27) kan ver-
klaard worden aan de hand van replica’s van het originele spectrum.




Figuur 2.29: Resultaten na herbemonstering van het testbeeld “hemd”. (a) Interpola-
tie met de eerste-ordespline (dichtste-buur-herbemonstering). (b) Interpolatie met de
tweede-ordespline (bilineaire interpolatie). (c) Interpolatie met de vierde-ordespline
(kubische-B-spline-interpolatie). (d) Reconstructie met de prolate sferoı¨dale golf-
functie. (e) Kleinste-kwadratenbenadering met de eerste-ordespline. (f) Kleinste-
kwadratenbenadering met de tweede-ordespline.
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(a)
Figuur 2.30: Resultaten na herbemonstering van het testbeeld “barbara”. (a) Interpo-
latie met de eerste-ordespline (dichtste-buur-interpolatie).
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(b)
Figuur 2.30: (vervolg) Resultaten na herbemonstering van het testbeeld “barbara”.
(b) Interpolatie met de tweede-ordespline (bilineaire interpolatie).
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(c)
Figuur 2.30: (vervolg) (c) Interpolatie met de vierde-ordespline (kubische-B-spline-
interpolatie).
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(d)
Figuur 2.30: (vervolg) (d) Reconstructie met de prolate sferoı¨dale golffunctie.
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(e)
Figuur 2.30: (vervolg) (e) Kleinste-kwadratenbenadering met de eerste-ordespline.
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(f)





Figuur 2.31: Resultaten na herbemonstering van het testbeeld “tekst”. (a) Interpola-
tie met de eerste-ordespline (dichtste-buur-herbemonstering). (b) Interpolatie met de
tweede-ordespline (bilineaire interpolatie). (c) Interpolatie met de vierde-ordespline
(kubische-B-spline-interpolatie). (d) Reconstructie met de prolate sferoı¨dale golf-
functie. (e) Kleinste-kwadratenbenadering met de eerste-ordespline. (f) Kleinste-


















1, prolate sferoı¨dale golffunctie
2, prolate sferoı¨dale golffunctie
Figuur 2.32: Invloed van de drempel T die gebruikt wordt bij het bepalen van het
randbeeld g1;T voor het testbeeld “hemd”.
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(a) (b)
Figuur 2.33: Het testbeeld “zoneplate” na herbemonstering naar een vierkant rooster
dat 20% fijner is dan het bronrooster in beide dimensies. (a) Interpolatie met de eerste-
ordespline. (b) Interpolatie met de vierde-ordespline.
2.6.2 Overbemonstering
De grote aandacht die in dit werk wordt besteed aan gravurediepdruk zou ten
onrechte de indruk kunnen wekken dat artefacten door herbemonstering, en
voornamelijk frequentieverwarring, enkel voorkomen bij onderbemonstering,
dit is herbemonstering naar een grover rooster. Dit is echter niet het geval.
Ook bij herbemonstering naar een fijner rooster, overbemonstering genaamd,
kunnen dergelijke artefacten optreden. Het is wel zo dat de betere klassieke
interpolatiemethoden, die aangepast zijn aan het bronrooster, scherpe resul-
taten geven met weinig moire´. Bovendien kunnen er geen moire´-patronen
van nulde orde optreden aangezien de reciproque bronroostercel kleiner is dan
de reciproque doelroostercel. Figuur 2.33 toont het resultaat na herbemon-
stering van het testbeeld “zoneplate” naar eveneens een vierkant rooster, dat
echter 20% fijner is in beide dimensies. Interpolatie met de eerste-ordespline
(dichtste-buur-interpolatie) leidt duidelijk tot moire´-patronen. Merk op dat
herbemonstering van beelden voor weergave op een computerscherm vaak
ruwweg op deze manier wordt uitgevoerd. Figuur 2.34 illustreert hoe e´e´n van
deze moire´-patronen (van eerste orde) ontstaat. Het resultaat van interpolatie
met de vierde-ordespline is reeds veel beter, aangezien de uitgevouwen fre-








Figuur 2.34: De moire´-patronen in figuur 2.33 (a) zijn opnieuw verklaarbaar door
replica’s van het origineel bemonsterde spectrum. De frequentiecomponent bij −p is
allereerst uitgevouwen op Or. Door herbemonstering wordt het spectrum de component
bij Or − p opnieuw teruggevouwen op −q.
2.6.3 Kleurendrukwerk
Het principe van kleurendrukwerk steunt op de kleurperceptie van het mense-
lijk visueel systeem [184]. Hierdoor is het mogelijk om (ongeveer) alle kleuren
te produceren volgens een subtractief proces aan de hand van slechts vier pri-
maire inktkleuren: cyaan (C), magenta (M), geel (Y) en zwart (K). De zwarte
inkt is zelfs overbodig (zwart kan immers worden bekomen door cyaan, ma-
genta en geel over elkaar te drukken), maar wordt toch steeds toegevoegd om
technische en economische redenen [70]. Een origineel kleurenbeeld wordt
eerst opgesplitst in deze vier kleurcomponenten. Vervolgens wordt elke kleur-
separatie gerasterd volgens hetzelfde principe als dat van monochroom druk-
werk [3–5].
De kleurseparaties gebruiken elk een periodiek (vierkant) rooster om te
rasteren. Opdat de kleuren elkaar niet (te veel) zouden overlappen, zijn deze
roosters onderling geroteerd. Door onderlinge interactie kunnen de roosters
echter ongewenste moire´-patronen veroorzaken (interseparatiemoire´). Een mi-
nimale interactie wordt bekomen door de onderlinge hoeken zo groot mogelijk
te kiezen. Daarbij wordt geen rekening gehouden met de gele separatie, gezien
de geringe zichtbaarheid van geel. Voor de zwarte separatie, die het beste zicht-
baar is, wordt een hoek van 45° gekozen, omdat het oog het minst gevoelig is
voor een periodiek rooster onder deze hoek. Vervolgens worden de hoeken
voor cyaan (105°) en magenta (75°) vastgelegd. Voor geel stelt men dan een
hoek van 90° in. De hoeken worden gevisualiseerd in figuur 2.35 (c). In een
correct gealigneerd rooster wordt een rozettestructuur zichtbaar (figuur 2.35 (a)
en (b)), die visueel aanvaardbaar is. Een kleine afwijking van de onderlinge
hoeken van de roosters geeft echter aanleiding tot moire´-patronen. In de li-
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(a) (b) (c)
Figuur 2.35: Kleurendrukwerk gebeurt door vier kleurseparaties over elkaar te druk-
ken. (a) Een origineel kleurenraster. (b) Vergroting 2. (c) Vergroting 4 waarbij
ook de afzonderlijke separaties worden getoond.
Figuur 2.36: Een voorbeeld van bemonsteringsmoire´ in commercieel kleurendruk-
werk.
teratuur [13, 37, 70] zijn algoritmen beschreven voor het minimaliseren van
interseparatiemoire´.
Naast interseparatiemoire´ kunnen er nog steeds artefacten ontstaan door
frequentieverwarring tussen de beeldinhoud en de roosters van de afzonder-
lijke kleurseparaties (bemonsteringsmoire´). Figuur 2.36 toont een voorbeeld
uit commercieel kleurendrukwerk, m.n. offsetdruk, waarbij de fijne textuur
van de muur aanleiding heeft gegeven tot bemonsteringsmoire´.
Om het ontstaan van moire´-patronen bij kleurendrukwerk beter te begrij-
pen, tonen we de resultaten na herbemonstering van het testbeeld “zoneplate”
voor verschillende kleurseparaties. We maken gebruik van een raster, beschik-
baar in Adobe PhotoShop.5 De gebruikte herbemonsteringstechniek is biline-
aire interpolatie. Het originele beeld heeft een resolutie van 300  300 dpi.





Figuur 2.37: Het testbeeld “zoneplate” na rastering van de verschillende kleursepa-
raties (2). (a) Cyaan. (b) Magenta. (c) Cyaan en magenta.
Aan de uiteinden van de “zoneplate” worden dus frequenties van 150 dpi (ho-
rizontaal of verticaal) bereikt. Figuur 2.37 geeft in (a) en (b) het resultaat na
rastering van de “zoneplate” met respectievelijk de kleurseparatie cyaan en
magenta weer. De weergave van de beelden is, net als de resultaten bij gravu-
rediepdruk, tweemaal vergroot om duidelijk het raster te tonen. De normale
kijkafstand bedraagt dus opnieuw ongeveer 60 cm. Er treden duidelijk moire´-
patronen op, voornamelijk rond de roosterpunten van de reciproque doelroos-
ters van de rasters. Figuur 2.37 (c) combineert beide kleurseparaties, waardoor
duidelijk wordt dat de moire´-patronen ook een andere kleurindruk veroorza-
ken.
Figuur 2.38 toont de nyquistgebieden van de kleurseparaties cyaan (C),
magenta (M) en zwart (K), waarbij we de lijnfrequentie van elk rooster op
100 lpi hebben benaderd. We wensen nu een reconstructiefunctie te gebruiken
die rekening houdt met de criteria voortvloeiend uit deze nyquistgebieden. De
cirkel in korte stippellijn is de kleinst ingeschreven cirkel van de drie gero-
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teerde vierkanten. De hexagonale roostercel vormt de meest efficie¨nte rooster-
bedekking van een (omschrijvende) cirkel [91, 103, 146]. Daarom berekenen
we een reconstructiefunctie volgens de kleinste-kwadratenbenadering voor de












Merk op dat de hexagonale cel ook het nyquistgebied van de gele kleursepara-
tie insluit. Aangezien het in de praktijk moeilijk is om de reconstructiefunctie,
waarmee de herbemonstering wordt uitgevoerd, aan te passen, stellen we voor
om de beeldinhoud vooraf te filteren met de ontworpen reconstructiefunctie
1.x/, waarna de herbemonstering nog steeds gebeurt met de “gewone” inter-
polatiefunctie 2.x/. Aldus bekomen we een herbemonstering in twee stappen:










Een dergelijke prefiltering kan eenvoudig gebeuren door een aangepaste
coe¨fficie¨ntenmatrix in een grafisch softwarepakket in te geven. Figuur 2.39
toont de resultaten na prefiltering met de kleinste-kwadratenspline van eerste
en tweede orde. De moire´-patronen zijn duidelijk onderdrukt.
Om aan te tonen dat de prefiltering nauwelijks de scherpte van de beelden
aantast, toont figuur 2.40 een fragment van een kleurentestbeeld uit de ISO





Figuur 2.38: De reciproque doelroostercellen van de verschillende kleurseparaties
worden ingeschreven door de cirkel in korte stippellijn. De meest efficie¨nte bedekking
corresponderend met een periodiek rooster wordt gegeven door het hexagon in lange
stippellijn.
(a) (b)
Figuur 2.39: Het testbeeld “zoneplate” na rastering, maar met prefiltering met
de reconstructiefunctie volgens de kleinste-kwadratenbenadering. (a) Eerste orde.
(b) Tweede orde.
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(a) (b)
(c) (d)
Figuur 2.40: Een kleurentestbeeld na rastering. (a) Origineel beeld. (b) Na rastering.
(c) Na prefiltering met de kleinste-kwadratenspline van eerste orde en rastering. (d) Na
prefiltering met de kleinste-kwadratenspline van tweede orde en rastering.
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2.7 Conclusie
In dit hoofdstuk hebben we tweedimensionale lineaire herbemonsteringstech-
nieken bestudeerd, uitgebreid en gee¨valueerd. Belangrijk daarbij is het concept
van reconstructie van een functie in het continue domein m.b.v. een reconstruc-
tiefunctie en de originele monsterwaarden op het bronrooster. Deze recon-
structie wordt vervolgens bemonsterd op de roosterpunten van het doelrooster.
Het grote voordeel van lineaire technieken is ongetwijfeld de mogelijkheid
tot analyse van de reconstructiefunctie in het frequentiedomein. Lineaire her-
bemonsteringstechnieken kunnen bovendien eenvoudig geı¨mplementeerd en
geoptimaliseerd worden.
Klassieke herbemonsteringstechnieken op basis van dichtste-buur-
interpolatie en bilineaire interpolatie worden nog steeds zeer frequent gebruikt,
ondanks het feit dat interpolatie met hogere-ordesplines zoals kubische B-
splines reeds uitgebreid in de literatuur werden besproken. Geen van deze
technieken houden echter rekening met het doelrooster, zodat vooral artefacten
door frequentieverwarring duidelijk tot uiting komen. Met behulp van de ver-
algemeende klasse van niet-scheidbare tweedimensionale splines hebben we
een reconstructiefunctie ontworpen die de kleinste-kwadratenbenadering reali-
seert. De kleinste-kwadratenbenadering met de eerste-ordespline blijkt al vaak
gebruikt te worden onder het principe van “oppervlakteprojectie” en leverde
aanvaardbare resultaten op. De niet-triviale kleinste-kwadratenbenadering met
de tweede-ordespline gaf aanleiding tot minder vervaging en dus scherpere
beelden.
Naast een nieuwe aanpak m.b.v. veralgemeende splines, hebben we ook
een reconstructiefunctie ontworpen met een optimale energieconcentratie in
het nyquistgebied van het doelrooster. De resultaten toonden aan dat bij deze
reconstructiefunctie duidelijk moire´-patronen t.g.v. frequentieverwarring voor-
komen worden, maar dat de laagdoorlaatkarakteristiek in het frequentiedomein
een sterke vervaging veroorzaakt.
De toepassingen van lineaire herbemonsteringstechnieken zijn zeer ruim.
Als voorbeeld hebben we de resultaten voor gravurediepdruk en kleurendruk-
werk besproken. De voorgestelde kleinste-kwadratensplines geven betere re-
sultaten dan de klassieke interpolatiefuncties, zowel volgens een subjectieve





Het voorgaande hoofdstuk resulteerde reeds in enkele bruikbare reconstructie-
functies. We kunnen gerust stellen dat zowel de kleinste-kwadratensplines als
de prolate sferoı¨dale golffuncties, zij het op een andere wijze, rekening hou-
den met het doelrooster. In dit hoofdstuk stellen we een grondige analyse voor
van het ontstaan van moire´-patronen voor een gegeven reconstructiefunctie.
Deze analyse laat toe een verbeterde niet-lineaire herbemonsteringstechniek te
ontwerpen die efficie¨nt moire´-patronen onderdrukt en terzelfder tijd de randen
goed bewaart.
Een eerste belangrijke component die in het vorige hoofdstuk buiten be-
schouwing werd gelaten, is de reproductie van het herbemonsterd beeld b.v.
door druktechnieken of op beeldschermen. Het originele stroomdiagram uit
figuur 1.9 dient dan ook te worden uitgebreid, zoals in figuur 3.1, met een
extra stap die de reproductie modelleert. Een uitgebreide bespreking toont
aan op welke manier frequentieverwarring door herbemonstering nieuwe (on-
gewenste) frequentiecomponenten introduceert. Daarnaast ontstaan er in de
praktijk additionele moire´-patronen door “zweving” tussen frequentiecompo-
nenten reeds aangewezig in het originele spectrum en nieuwe componenten
ten gevolge van herbemonstering. Het combineren van de analyse van het
ontstaan van moire´-patronen met de frequentiegevoeligheid van de menselijke
waarneming, geeft aanleiding tot een modellering die het risico op een zicht-
baar moire´-patroon bepaalt. Wanneer we het criterium dat voorvloeit uit deze
modellering, vergelijken met onze eigen waarneming van welke frequentie-



















Figuur 3.1: Het concept van lineaire herbemonstering: (1) reconstructie aan de hand
van de monsterwaarden op het bronrooster, (2) bemonstering op de roosterpunten van
het doelrooster, (3) reproductie m.b.v. de nieuwe monsterwaarden.
“zoneplate”) bekomen we een goede overeenkomst. Dit criterium blijkt bo-
vendien strenger te zijn dan het klassieke nyquistcriterium.
Het gaborspectrogram is een techniek voor gezamenlijke spatiale en spec-
trale analyse van de beeldinhoud, die toelaat om m.b.v. het nieuwe criterium
een plaatsafhankelijk risico te bepalen voor zichtbare moire´-patronen bij ge-
bruik van een gegeven reconstructiefunctie. Dit is mogelijk dankzij een risi-
comatrix die toelaat de gaborcoe¨fficie¨nten te wegen. We onderzoeken ook de
invloed van de parameters van het gaborspectrogram en de invloed van ran-
den in het beeld op de risicoschatting. Uiteindelijk geeft dit aanleiding tot een
niet-lineaire herbemonsteringstechniek die adaptief, rekening houdend met de
grootte van het gevaar op moire´, de reconstructiefunctie wijzigt.
Om de ideee¨n die we in dit hoofdstuk uitwerken aanschouwelijker voor te
stellen, zullen we regelmatig teruggrijpen naar de toepassing van gravurediep-
druk. Uiteraard zijn de resultaten niet beperkt tot deze particuliere toepassing.
3.2 Een nieuw criterium voor frequentiecomponenten
die leiden tot moire´-patronen
Het voorgaande hoofdstuk bracht reeds een verklaring aan voor sommige van
de waargenomen moire´-patronen in de herbemonsterde versies van het test-
beeld “zoneplate”. Vooraleer het ontstaan van moire´-patronen diepgaander te
bespreken, introduceren we enkele nieuwe elementen die in dit betoog belang-
rijk zijn. Moire´-patronen ontstaan door de introductie van nieuwe frequen-
tiecomponenten die niet in het originele spectrum aanwezig zijn. Het is be-
langrijk hierbij ook rekening te houden met de frequentiegevoeligheid van het
menselijk visueel systeem (HVS), aangezien een moire´-patroon slechts waar-
genomen wordt wanneer de geı¨ntroduceerde frequentiecomponent zichtbaar
is. We gebruiken een vereenvoudigd model uit de literatuur [70, 184] voor
de frequentiekarakteristiek van het HVS. Daarnaast zullen we ditmaal ook de
aanwezigheid en de kenmerken van een reproductietechniek in rekening bren-
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gen. De analyse zal vervolgens toelaten om alle waargenomen moire´-patronen
in de testbeelden uit het vorige hoofdstuk systematisch te verklaren (en dus
ook te voorspellen). Concreet leiden deze bevindingen tot een modellering die
het mogelijk maakt om te bepalen of een willekeurige frequentiecomponent
aanleiding zal geven tot een moire´-patroon en hoe sterk dit moire´-patroon zich
zal manifesteren. Hiermee kunnen we een nieuw criterium in het frequen-
tiedomein opstellen dat strenger blijkt te zijn dan het klassieke nyquistcrite-
rium, hetgeen betekent dat het corresponderend gebied van “veilige” frequen-
ties kleiner is.
3.2.1 Zichtbaarheid van moire´-patronen
Een belangrijke vraag bij het ontstaan van nieuwe frequentiecomponenten door
herbemonstering is of ze aanleiding geven tot een zichtbaar moire´-patroon. We
maken voor deze analyse gebruik van een vereenvoudigd model voor de fre-
quentiegevoeligheid van het HVS. Nasanen [98] stelt het volgende eenvoudige
model voor als functie van de spatiale frequentie uitgedrukt in het aantal cycli
per graad (cpd):
. fcpd/ D exp

− f 2cpd= 2

; (3.1)
waarbij  D 7:75 cpd. In werkelijkheid is de gevoeligheid van het men-
selijk visueel systeem ook anisotroop, d.w.z. lager langs de diagonaalrich-
ting [146, 184]. Bovendien is het zo dat heel lage frequenties niet waarneem-
baar zijn. Voor onze doeleinden volstaat echter het eenvoudig model gege-
ven door formule (3.1). Vermits moire´-patronen zich manifesteren als nieuwe
sterke frequentiecomponenten, voldoet een model voor het HVS gebaseerd op
de frequentiegevoeligheid voor de doeleinden van dit werk.
3.2.2 Reproductie
Een (her)bemonsterd beeld op zich heeft geen betekenis voor een menselijke
waarnemer. In de praktijk gebruikt men een reproductieproces om m.b.v. de
monsterwaarden een fysisch waarneembaar beeld te bekomen. De karakte-
ristieken van de reproductie beı¨nvloeden ondermeer de aanwezigheid en de
zichtbaarheid van moire´-patronen. Neem als voorbeeld de LCD-technologie
(LCD, Eng. liquid crystal display) die een beeld produceert dat we kunnen
voorstellen als een matrix van rechthoekige beeldpunten. Het resulterend
beeld kan dan ook gemodelleerd worden als zijnde verkregen via dichtste-
buur-interpolatie [63]. Een beeldpunt van een klassieke CRT-monitor (CRT,
Eng. cathode ray tube) daarentegen wordt beter benaderd door een gaussiaanse
puls [63,102,146]. De reproductie is dan ook modelleerbaar als een convolutie
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van een bemonsterd beeld (voorgesteld m.b.v. diracimpulsen) met een gaussi-
aanse reconstructiefunctie.
Zoals we in het vorige hoofdstuk hebben besproken, doen druktechnieken
een beroep op rastermethoden om de reproductie te realiseren. In dit werk
hebben we ons beperkt tot een belangrijke klasse van rastermethoden die een
periodiek rooster gebruiken waarop rasterpunten met verschillende grootte ge-
plaatst worden. Een hogere monsterwaarde geeft aanleiding tot een kleiner
rasterpunt. Dit reproductieproces kan gemodelleerd worden als de combinatie
van een dichtste-buur-interpolatie en een drempeloperatie. Deze modellering
wordt in bijlage C diepgaander uitgelegd. In zijn totaliteit is het rasterproces
daardoor niet meer lineair. Kermisch en Roetling [71] hebben als eerste een
modellering van klassiek rasteren aangewend om het spectrum van een geras-
terd beeld te bepalen. Hun uitdrukkingen zijn echter zeer omslachtig en leveren
slechts subtiele verschillen op ten opzichte van een eenvoudige lineaire model-
lering van het reproductieproces. In dit hoofdstuk wensen we vooral rekening
te houden met de aanwezigheid van een reproductieproces en kiezen we verder
voor een modellering ervan door een lineaire herbemonsteringstechniek, in het
bijzonder door de dichtste-buur-interpolatie op het doelrooster. We noteren de
interpolatiefunctie, geassocieerd met de reproductie als o.x/.
3.2.3 Analyse van het ontstaan van moire´-patronen
De volgende analyse van moire´-patronen heeft tot doel het ontstaan ervan sys-
tematisch te verklaren. Alle moire´-patronen door (her)bemonstering zijn het
gevolg van het bemonsteringsproces en het uitvouwen van het spectrum op
het reciproque bemonsteringsrooster. In het voorgaande hoofdstuk werden
reeds enkele opvallende moire´-patronen verklaard door de aanwezigheid van
sterke frequentiecomponenten die werden teruggevouwen in de nabijheid van
de nulfrequentie tijdens herbemonstering. We bespreken nu een systematische
aanpak om deze gevaarlijke frequentiecomponenten te lokaliseren. Deze werk-
wijze is enigszins vergelijkbaar met die van Amidror [13], met dat verschil dat
wij ook rekening houden met de invloed van de reconstructiefuncties bij her-
bemonstering en reproductie. Verder kunnen we twee soorten moire´-patronen
onderscheiden die we apart zullen behandelen. De replica’s van het uitgevou-
wen spectrum kunnen niet alleen aanleiding geven tot een nieuwe frequentie-
component in de buurt van de nulfrequentie, maar ook in de buurt van een
frequentiecomponent (niet noodzakelijk met lage frequentie) die reeds aanwe-
zig is in het originele spectrum. In het laatste geval kan er een moire´-patroon
ontstaan door zweving tussen de originele en de geı¨ntroduceerde frequentie-
component.
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Figuur 3.2: Het concept van lineaire herbemonstering uit figuur 3.1 voorgesteld in
het frequentiedomein.
Moire´ t.g.v. frequentieverwarring
Beschouw een beeld gR.x/, gegeven op een bronrooster R, dat we herbemon-
steren naar het doelrooster QR. We veronderstellen dat gR.x/ de bemonsterde
versie is van een beeld g.x/ dat bandbeperkt is tot de reciproque bronrooster-
cel  OR.f/. Figuur 3.2 herneemt ter illustratie het concept van lineaire herbe-
monstering in het frequentiedomein. Door bemonstering is het spectrum OgR.f/
uitgevouwen op het reciproque bronrooster OR. Na herbemonstering naar een
rooster QR m.b.v. een reconstructiefunctie .x/, wordt het gefilterde spectrum
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Og.f − OQRk − ORn/ O.f − OQRk/: (3.2)
Een moire´-patroon ontstaat wanneer een frequentiecomponent uit het spectrum
Og.f/, door herbemonstering belandt in de omgeving van de nulfrequentie in het
nieuwe spectrum Os QR.f/. De centra van de moire´-patronen in de herbemonsterde
beelden van het testbeeld “zoneplate” corresponderen met de frequentiecom-
ponenten die belanden op de nulfrequentie zelf. We spreken verder van de
centrumfrequentie van een moire´-patroon. Formule (3.2) kan worden gebruikt
om de centrumfrequenties te bepalen.
We beschouwen een spectrum Og.f/ dat uit e´e´n enkele frequentiecompo-
nent bestaat: Og.f/ D .f − p/. Deze onderstelling kan beschouwd worden
als een model voor een beeld waar lokaal deze frequentiecomponent dominant
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.f − OQRk/ D





.f − OQRk − ORn − p/ O.f − OQRk/;
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Tabel 3.1: Algoritme voor het lokaliseren van centrumfrequenties van moire´-patronen
t.g.v. frequentieverwarring.







for k in QR D
n
k
 9n 2 R :  OR. ORn C OQRk/ D 1o
p D ORn C OQRk






waarbij we de originele frequentiecomponent hebben afgezonderd. Als de fre-
quentie p kan geschreven worden als p D OR Pn C OQR Pk voor een bepaalde Pn,
Pk 2 Z210 , dan belandt e´e´n van de replica’s van .f − p/ op de nulfrequentie
voor k D −Pk en n D −Pn. In dat geval bevat de sommatie een nieuwe nulfre-
quentiecomponent .f/ O.f C OQR Pk/. De reconstructiefunctie heeft deze nieuwe
frequentiecomponent afgezwakt volgens
 O. OQR Pk/ D  O.p − OR Pn/. Merk op
dat de teruggevouwen component van .f − p/ zelf geen moire´ veroorzaakt
aangezien deze op de nulfrequentie wordt teruggevouwen, maar bij een kleine
afwijking q van de frequentie van de originele frequentiecomponent ontstaat
een moire´-patroon met frequentie q. Tot slot zal de reproductie de nieuwe
component afzwakken volgens Oo.q/.
Op basis van deze uiteenzetting kunnen we een handig algoritme afleiden
dat de centrumfrequenties van moire´-patronen door frequentieverwarring sys-
tematisch opzoekt. Het algoritme is gegeven als pseudocode in tabel 3.1. De
verzameling R bevat alle vectoren n zodat ORn bronroosterpunten zijn in een
straal r rond de oorsprong. De straal r bepaalt hoeveel naburige replica’s in het
frequentiedomein in rekening worden gebracht door het algoritme. De verza-
meling QR bevat alle vectoren k voor doelroosterpunten OQRk die een bronrooster-
punt uit R kunnen “terugvouwen” binnen de reciproque bronroostercel. Alle
combinaties van k en n die aanleiding geven tot een frequentie binnen de re-
ciproque bronroostercel (en waarvoor dus geldt  OR.p/ D 1), stemmen immers
overeen met een mogelijke frequentiecomponent uit het originele spectrum die
door herbemonstering teruggevouwen wordt op de nulfrequentie.
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Figuur 3.3: Een uitvergroting van de rechterbovenhoek van het testbeeld “zoneplate”.
Moire´ t.g.v. zwevingsfrequenties
In de praktijk zijn de reconstructiefuncties, zowel voor herbemonstering als
reproductie, niet bandbeperkt. Zoals daarnet besproken, kunnen hierdoor on-
gewenste nieuwe frequentiecomponenten ontstaan die een moire´-patroon ver-
oorzaken. Het is echter ook mogelijk dat een geı¨ntroduceerde frequentiecom-
ponent op zich niet leidt tot een moire´-patroon, b.v. omdat de frequentie te hoog
is, maar dat er interactie optreedt met een originele component waarvan de fre-
quentie weinig verschilt. Het gevolg is een moire´-patroon door de zwevings-
frequentie (Eng. beat frequency) tussen de originele en de geı¨ntroduceerde fre-
quentiecomponent. Dit soort moire´-patronen zijn van een andere aard dan de
vorige, omdat ze zich manifesteren als een lage frequentie (de moire´) die ge-
moduleerd wordt op een hoge frequentie (de centrumfrequentie).
We verduidelijken deze redenering eerst met een voorbeeld. Figuur 3.3
toont de uitvergrote rechterbovenhoek van het originele testbeeld “zoneplate”
uit figuur 2.17 (a) op het bronrooster zonder herbemonstering. Een moire´-
patroon is klaarblijkelijk reeds aanwezig voordat het beeld is herbemonsterd.
De reden ligt in de grove interpolatie (dichtste-buur-interpolatie), gebruikt voor
het vergroten van dit beeld. Het patroon is ook goed zichtbaar wanneer we het
beeld weergeven op een computerscherm of na afdrukken. Om het ontstaan
ervan te verklaren, beschouwen we figuur 3.4. Een patroon uit de rechterbo-
venhoek van het testbeeld “zoneplate” stemt overeen met twee frequentiecom-
ponenten .f − p/ en .f C p/ die door bemonstering uitgevouwen worden
op, dit is gekopieerd worden naar, alle reciproque bronroosterpunten, zoals
b.v. Or1. Hierdoor belandt een nieuwe component met frequentie Or1 − p in de
buurt van p. Doordat de interpolatiefunctie van de reproductie deze component




Figuur 3.4: De meeste reconstructiefuncties onderdrukken slechts gedeeltelijk de
replica met frequentie Or1 −p van de frequentiecomponent .fCp/. Dit kan aanleiding
geven tot een zwevingsfrequentie q.
q D Or1 − 2p. We kunnen dit als volgt inzien
exp .− j2hp; xi/C exp (− j2 〈Or1 − p; x
D 2 cos (2 〈Or1 − 2p; x exp− j2 Or12 ; x

;
waaruit blijkt dat de zwevingsfrequentie gemoduleerd wordt op een hoge fre-
quentie Or1=2. Figuur 3.3 bevestigt deze vaststelling: we merken inderdaad de
lage frequentie Or1−2p en de nyquistfrequentie Or1=2 op. De intensiteit van deze
patronen is afhankelijk van hoe sterk de reconstructiefunctie (bij herbemonste-
ring en/of reproductie) de replica onderdrukt. De uiteindelijke zichtbaarheid
is ook sterk afhankelijk van het contrast tussen de zwevingsfrequentie en de
hoge-frequentiecomponent. Dit contrast kan verschillend zijn naargelang de
karakteristieken van het reproductieproces.
Moire´-patronen t.g.v. van zwevingsfrequenties verschillen van de vorige,
omdat de onderliggende operatie ditmaal niet multiplicatief is (de vermenig-
vuldiging met een roosterstructuur), maar additief (de som van twee frequen-
tiecomponenten waarvan de frequenties weinig verschillen). De zwevingsfre-
quentie zelf is trouwens niet als frequentiecomponent aanwezig in het spec-
trum, maar de reproductie maakt haar zichtbaar.
Merk op dat in het geval van ideale interpolatie, waarbij enkel het spec-
trum binnen het nyquistgebied overblijft, de uitgevouwen frequentiecompo-
nent Or1 − p volledig wordt onderdrukt en er aldus geen sprake kan zijn van
zwevingsfrequenties.
De voorgaande analyse kan ook worden herhaald voor een origineel spec-
trum met meerdere frequentiecomponenten, waarbij een teruggevouwen com-
ponent bij een andere originele frequentiecomponent kan terechtkomen. Aan-
gezien deze veralgemening de analyse echter bijzonder complex maakt, be-
perken we ons tot e´e´n enkele frequentiecomponent. In dat geval ontstaat deze
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Tabel 3.2: Algoritme voor het lokaliseren van centrumfrequenties van moire´-patronen
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soort van moire´-patronen voor componenten bij frequenties aan de rand van
het nyquistgebied. De centrumfrequentie wordt bepaald door het snijpunt van
de rand van het nyquistgebied met de verbindingslijn tussen de oorsprong en
een naburig reciproque roosterpunt. Voor een toepassing zoals gravurediep-
druk betekent dit dat deze moire´-patronen kunnen optreden door imperfecte
reconstructie tijdens de herbemonstering (dus langs de rand van het nyquistge-
bied van het bronrooster) en door imperfecte interpolatie tijdens de reproductie
achteraf (dus langs de rand van het nyquistgebied van het doelrooster).
Deze uiteenzetting laat opnieuw toe om een algoritme af te leiden dat de
centrumfrequenties van deze moire´-patronen berekent. Tabel 3.2 toont hoe
het algoritme alle naburige roostercellen overloopt en de centrumfrequenties
opslaat.
Een praktisch voorbeeld
Aan de hand van een voorbeeld zullen we de werking van de algoritmen van
naderbij bekijken. Daartoe beschouwen we opnieuw de toepassing van gravu-
rediepdruk uit het vorige hoofdstuk. We zullen de analyse uitvoeren voor de
lineaire herbemonsteringstechnieken. De resultaten van de algoritmen worden
voorgesteld in het frequentiegebied [0; 150]  [0; 150] dpi, hetgeen overeen-
stemt met het frequentiegebied voorgesteld door het testbeeld “zoneplate”. De
reproductie modelleren we aan de hand van de dichtste-buur-interpolatie op
het doelrooster.
Figuur 3.5 toont de herbemonsterde testbeelden “zoneplate” uit het vorige
hoofdstuk, met de analyse voor de verschillende reconstructiefuncties in het
corresponderend frequentiegebied, waarin we de centrumfrequenties aandui-
den. De correspondentie tussen een locatie x en de frequentiecomponent die
lokaal optreedt in “zoneplate” blijkt nu bijzonder nuttig. We gebruiken enkele
tekens om de verschillende soorten moire´-patronen van elkaar te onderschei-
den:
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• Een vierkantje duidt een moire´-patroon van nulde orde aan, d.w.z. ver-
oorzaakt door het niet-uitgevouwen originele spectrum:
R0 D f0g: (3.3)
• Een driehoekje geeft een moire´-patroon van eerste orde aan:
R1 D fnj − 1  n1; n2  1g n R0: (3.4)
• Een cirkeltje geeft een moire´-patroon van tweede orde aan:
R2 D fnj − 2  n1; n2  2g n R1: (3.5)
• Een zeshoekje duidt op een moire´-patroon dat ontstaat door een zwe-
vingsfrequentie.
De intensiteit van de moire´-patronen wordt afgebeeld door de hoogte.
Bekijken we eerst en vooral in (a) het resultaat na herbemonstering m.b.v.
dichtste-buur-interpolatie. Er zijn talrijke moire´-patronen zichtbaar. Merk op
dat verschillende centrumfrequenties opduiken binnen het nyquistgebied van
de doelroostercel. Bij bilineaire interpolatie in (b) duiken slechts enkele moire´-
patronen op. Herbemonstering m.b.v. kubische-B-spline-interpolatie onder-
drukt zeer goed replica’s van het spectrum op het reciproque bronrooster, waar-
door de moire´-patronen vanaf eerste orde sterk onderdrukt worden, maar het
moire´-patroon van nulde orde (dat veroorzaakt wordt door frequentiecompo-
nenten binnen de reciproque bronroostercel) en de moire´-patronen door zwe-
vingsfrequenties zijn nog steeds aanwezig. De prolate sferoı¨dale golffunc-
tie daarentegen geeft in (d) nauwelijks aanleiding tot moire´-patronen. Bij de
kleinste-kwadratensplines in (e) en (f) treedt vooral moire´ door zwevingsfre-
quenties op. Het moire´-patroon van nulde orde rechtsonder wordt grotendeels
onderdrukt.


























































Figuur 3.5: Een analyse van de moire´-patronen die ontstaan in het testbeeld “zone-




























































Figuur 3.5: (vervolg) (d) Reconstructie met de prolate sferoı¨dale golffunc-
tie. (e) Kleinste-kwadratenbenadering met de eerste-ordespline. (f) Kleinste-
kwadratenbenadering met de tweede-ordespline.
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3.2.4 Een nieuw criterium in het frequentiedomein
De voorgaande analyse laat toe om een belangrijk kenmerk van moire´-patronen
af te leiden, namelijk hun centrumfrequentie. Het zijn de frequentiecomponen-
ten in de buurt van deze centrumfrequenties die na herbemonstering nieuwe
componenten introduceren die aanleiding geven tot moire´-patronen. We wen-
sen nu af te leiden of een willekeurige frequentiecomponent een zichtbaar
moire´-patroon veroorzaakt. Daarbij combineren we de kennis van de cen-
trumfrequenties (voor gegeven bron- en doelrooster) met de frequentiekarakte-
ristiek van de reconstructiefuncties (voor herbemonstering en reproductie) en
de frequentiegevoeligheid van het HVS. We behandelen achtereenvolgens de
centrumfrequenties van moire´ door frequentieverwarring en door zwevingsfre-
quenties.
Noemen we pi de centrumfrequenties van de moire´-patronen die kunnen
ontstaan door frequentieverwarring en ni de index van het corresponderende
bronroosterpunt. Zowel pi als ni bekomen we aan de hand van het algoritme
uit tabel 3.1 en zijn afhankelijk van het bron- en doelrooster. De mate waarin
een willekeurige component uit het spectrum met frequentie f aanleiding kan
geven tot een zichtbaar moire´-patroon met frequentie f − pi is afhankelijk van
drie factoren: de zichtbaarheid .f−pi / voor de nieuwe frequentiecomponent,
de filterende werking O.f − ORni/ op de uitgevouwen component bij herbe-
monstering door de reconstructiefunctie, en de filterende werking Oo.f − pi/
bij reproductie. Aldus kunnen we de zichtbaarheid van het moire´-patroon met
centrumfrequentie pi voor een willekeurige frequentiecomponent bij f model-
leren als:
i.f/ D .f − pi/
 O.f − ORni/  Oo.f − pi/ : (3.6)
Voor moire´-patronen t.g.v. zwevingsfrequenties is de situatie iets gecom-
pliceerder. Aan de hand van de algoritmen uit tabel 3.2 bekomen we de cen-
trumfrequenties pk en pl , respectievelijk voor het bronrooster en het doelroos-
ter. Voor de duidelijkheid behandelen we beide gevallen afzonderlijk. Be-
schouw allereerst een component met frequentie f in de buurt van pk . Door
de beperkingen van de reconstructiefunctie tijdens de herbemonstering, ont-
staat een nieuwe component met frequentie 2pk − f. Aldus manifesteert zich
een zwevingsfrequentie 2.f − pk/ die dubbel zo groot is als de afstand tussen
f en pk . De zichtbaarheid van het moire´-patroon met deze zwevingsfrequen-
tie is afhankelijk van drie factoren. Allereerst is er de zichtbaarheid van de
zwevingsfrequentie 2.pk − f/, die in werkelijkheid ook afhankelijk is van de
centrumfrequentie pk . Bij benadering modelleren we deze zichtbaarheid ech-
ter nog steeds door .2.pk − f//, waarbij we onderstellen dat de reproductie-
techniek voldoende contrast laat tussen het patroon met frequentie pk en de
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gemoduleerde frequentie 2.pk − f/. Vervolgens hebben we ook de filterende
werking van de herbemonstering door O.f/ en O.2pk − f/ en de filterende wer-
king van de reproductie door Oo.f/ en Oo.2pk − f/. De zwevingsfrequentie
kan slechts ontstaan voor zover beide frequentiecomponenten bij f en 2pk − f
aanwezig zijn, hetgeen we uitdrukken m.b.v. het minimum:
k.f/ D  .2.f − pk//min
 O.f/ Oo.f/ ;  O.2pk − f/ Oo.2pk − f/ : (3.7)
Bij de centrumfrequenties pl ontstaat de zwevingsfrequentie door interactie
met een nieuwe frequentiecomponent als gevolg van de replica’s op het re-
ciproque doelrooster en de beperkingen van de interpolatiefunctie tijdens de
reproductie. We krijgen daardoor een licht verschillende uitdrukking
l.f/ D  .2.f − pl//min
 O.f/ Oo.f/ ;  O.f/ Oo.2pl − f/ : (3.8)
We leiden nu de zichtbaarheid R.f/ af van moire´-patronen voor een wil-




.i .f/; k.f/; l.f// : (3.9)
Figuur 3.6 toont het resultaat van deze modellering voor de verschillende
lineaire herbemonsteringstechnieken. De tekens zijn opnieuw aangeduid met
dezelfde betekenis als in figuur 3.5, maar ditmaal is hun grootte geschaald
volgens de maximale bijdrage van de zichtbaarheid van het corresponderend
moire´-patroon. Rond de centrumfrequentie van een moire´-patroon krijgen we
op die manier een gebied waarin het moire´-patroon zichtbaar is. Het filteren
van het spectrum door de reconstructiefuncties voor herbemonstering en repro-
ductie zorgt ervoor dat de centrumfrequentie vaak niet centraal in dit gebied
ligt.
De klassieke herbemonsteringstechnieken leiden duidelijk tot moire´-
patronen binnen en buiten het nyquistgebied van het doelrooster. Herbemon-
stering m.b.v. de prolate sferoı¨dale golffunctie daarentegen geeft bijna geen
aanleiding tot moire´-patronen. De kleinste-kwadratensplines geven dan weer
wel aanleiding tot moire´, ook binnen het nyquistgebied van het doelrooster. Uit
deze modellering blijkt dat bij het toepassen van deze reconstructiefuncties in
de praktijk frequentiecomponenten die “veilig” zijn volgens het nyquistcrite-
rium toch moire´-patronen kunnen veroorzaken.
We willen nu, op basis van de bekomen resultaten van de modellering, een
nieuw criterium afleiden dat aangeeft of een frequentiecomponent “veilig” is
bij herbemonstering met een bepaalde reconstructiefunctie. Daartoe voeren we
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een drempeloperatie uit op de functie R.f/, waarvan figuur 3.7 het resultaat
toont. Waarden groter dan deze drempel zijn zwart gekleurd, het overblijvende
gebied buiten de reciproque doelroostercel grijs. Het witte gebied bevat dan de
“veilige” frequenties. De drempel (waarde 0:12) werd empirisch gekozen, om
een zo goed mogelijke overeenkomst tussen wat we manueel zouden klasseren
als “goed zichtbare moire´-patronen” (aan de hand van het de herbemonsterde
testbeelden “zoneplate”) en het bekomen criterium. Tenslotte stellen we voor
later gebruik dit criterium voor m.b.v. de indicatorfunctie 4.f/ die 1 is in de
grijze en zwarte gebieden, d.w.z. waar er “gevaar” bestaat, en 0 elders. De
waarden in de andere kwadranten bekomen we door spiegeling van het crite-
rium rond de horizontale en verticale assen.
We beschikken nu over een nieuw criterium in het frequentiedomein. In de
meeste beelden varieert de spectrale inhoud echter plaatsafhankelijk. Vandaar
dat we nu eerst een gezamenlijke spatiale en spectrale analyse voorstellen.
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Figuur 3.6: Het criterium voor zichtbare moire´-patronen die ontstaan in het testbeeld
“zoneplate” na herbemonstering. (a) Dichtste-buur-interpolatie. (b) Bilineaire inter-
polatie. (c) Kubische-B-spline-interpolatie.
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Figuur 3.6: (vervolg) (d) Reconstructie met de prolate sferoı¨dale golffunc-
tie. (e) Kleinste-kwadratenbenadering met de eerste-ordespline. (f) Kleinste-
kwadratenbenadering met de tweede-ordespline.
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Figuur 3.7: Het criterium voor zichtbare moire´-patronen na een drempeloperatie.
(a) Dichtste-buur-interpolatie. (b) Bilineaire interpolatie. (c) Kubische-B-spline-
interpolatie.
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(d)




















Figuur 3.7: (vervolg) (d) Reconstructie met de prolate sferoı¨dale golffunc-
tie. (e) Kleinste-kwadratenbenadering met de eerste-ordespline. (f) Kleinste-
kwadratenbenadering met de tweede-ordespline.
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3.3 Gezamenlijke spatiale en spectrale analyse
De fouriertransformatie, zoals we die reeds hebben voorgesteld in het inlei-
dende hoofdstuk, laat toe om de frequentie-inhoud van een functie te bestu-
deren. Deze transformatie ontbindt een functie in oneindig uitgestrekte si-






waarbij de basisfuncties  k.x/ gegeven zijn door exp. j2kx=M/. De basis
f k.x/gk2Z bevat de verschillende (complexe) harmonischen. De coe¨fficie¨nten
c.k/ worden bekomen door het inwendig product met de duale functies
fγk.x/gk2Z:
c.k/ D hg; γki D
Z
R
g.x/γ ?k .x/dx : (3.10)
De duale functies zijn bij de fourierreeks identiek aan de basisfuncties:
γk.x/ D  k.x/. Ze vormen een unieke basis die de intensiteit van de ver-
schillende frequentiecomponenten aangeeft. We noemen de functies γk.x/ ook
analysefuncties en de functies  k.x/ synthesefuncties.
Figuur 3.8 toont in (a) op kwalitatieve wijze de basisfuncties die overeen-
stemmen met een spatiale analyse van een signaal bemonsterd met periode
T . De ontbinding volgens deze basisfuncties levert de verschillende monster-
waarden op. Figuur 3.8 (b) toont op kwalitatieve wijze de basisfuncties die
overeenstemmen met een spectrale analyse. De verschillende basisfuncties
zijn oneindig uitgestrekte sinusoı¨dale functies en corresponderen met frequen-
tiecomponenten.
De gabortransformatie
In de praktijk heeft men veelal te maken met signalen waarvan de frequentie-
inhoud wijzigt als functie van een spatiale (of temporale) coo¨rdinaat. De
analyse van dit soort signalen vereist een gezamenlijke spatiale en spectrale
analyse zoals figuur 3.8 (c) dat kwalitatief toont. Om dit te bereiken, stelde
Gabor [47] reeds in 1946 een ontbinding voor, waarvan de coe¨fficie¨nten ver-







c.m; n/ m;n.x/; (3.11)
 m;n.x/ D  .x − mT / exp. j2n2x/;













Figuur 3.8: De analyse van een signaal kan kwalitatief worden voorgesteld door de
spatiale en spectrale lokalisatie grafisch voor te stellen. (a) Spatiale analyse. (b) Spec-
trale analyse. (c) Gezamenlijke spatiale en spectrale analyse. Voor elk van deze mo-
gelijkheden wordt een “typische” basisfunctie weergegeven.
waarbij T en 2 de spatiale en spectrale bemonsteringsperioden voorstellen.
De functies  m;n.x/ zijn verschoven en gemoduleerde versies van  .x/. De
ontbinding in (3.11) is mogelijk voor een willekeurige g.x/ wanneer het pro-
duct T2  1. Het geval T2 D 1 wordt kritische bemonstering genoemd,
T2 < 1 overbemonstering. De idee achter de gabortransformatie is dat de
coe¨fficie¨nten c.m; n/ een maat zijn voor de signaalactiviteit rond [mT; n2] in
de gezamenlijke spatiale en spectrale ruimte. Omdat de gaussiaanse functie
de beste gezamenlijke energieconcentratie heeft in zowel het spatiale als het












De parameter  ruilt spatiale voor spectrale resolutie en vice versa. Een la-
gere waarde van  zal immers resulteren in een lagere spatiale resolutie (een
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“bredere” functie  .x/), maar een betere frequentieresolutie (een “smaller”
spectrum O . f /) [14]. De functies  m;n.x/ vormen echter geen orthogonale
basis, tenzij voor een welbepaalde functie  .x/ die noodzakelijkerwijze slecht
gelokaliseerd is, hetzij spatiaal, hetzij spectraal [68]. Een mogelijke aanpak,
voorgesteld door Bastiaans [15], berekent de coe¨fficie¨nten c.m; n/ m.b.v. een







γm;n.x/ D γ .x − mT / exp. j2n2x/: (3.14)
Merk op dat formule (3.13) een bemonsterde versie is van de fouriertransfor-
matie van de functie g.x/γ .x/. De compleetheid van (3.14) vereist dat de
analysefunctie γ .x/, voor een gegeven functie  .x/ en de bemonsteringsin-
tervallen T en2, voldoet aan de biorthogonaliteitsvoorwaarde die ook bekend





 .x/γ ?.x − mT0/ exp.− j2n20x/dx D km;n; (3.15)
met T0 D 1=2 en 20 D 1=T . Er is echter geen algemene oplossing voorhan-
den om de functie γ .x/ te bepalen [112].
De discrete gabortransformatie
Ondanks het ontbreken van een algemene oplossing in het continue geval, heeft
men meer succes geboekt in het discrete geval. De discrete gabortransformatie



















De constanten 1M en OM duiden respectievelijk op de stapgrootte, waarmee
het venster γ .k/ verschoven wordt, en het aantal frequentiecomponenten. Ver-
der heeft de drager van het analyse- en synthesevenster γ .k/ en  .k/ een
lengte L . De verhouding a D OM=1M geeft de mate van redundantie aan
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in de voorstelling door de coe¨fficie¨nten c.m; n/. Wegens overwegingen van













Ook ditmaal vormt f m;n.k/g geen basis, tenzij in het geval OM D 1M (kri-
tische bemonstering). In dat geval is het analysevenster γ .k/ uniek, maar
niet gelokaliseerd [113] (noch in het spatiale domein, noch in het frequen-
tiedomein). Naargelang de verhouding OM=1M stijgt, neemt de redundantie
toe en zijn zowel de coe¨fficie¨nten c.m; n/ als het analysevenster γ .k/ niet
langer uniek. Opdat de coe¨fficie¨nten c.m; n/ de signaaleigenschappen rond
[m1M; n] zo goed mogelijk zouden weergeven, dient het analysevenster γ .k/
het synthesevenster  .k/ zo goed mogelijk te benaderen:
min






Bovendien zijn beide vensters ook afhankelijk van de parameter . De opti-
male waarde van  treedt op, wanneer de fout (3.19) minimaal is:
 D 2
1M OM : (3.20)
Voor meer details over de berekening en de keuze van het optimaal analyseven-
ster, verwijzen we naar de literatuur [112–114]. Alhoewel de ontbinding voor
a > 1 niet uniek is, noemt men de discrete gabortransformatie met het opti-
maal synthesevenster een “ontbinding op orthogonale wijze” (Eng. orthogonal-
like gabor transformation).
Beschouwen we bij wijze van voorbeeld L D 32, OM D 16. De spatiale
stapgrootte 1M en dus de mate van redundantie a kan nog vrij gekozen wor-
den. Figuur 3.9 toont het analyse- en (optimaal) synthesevenster γ .k/ en  .k/
als functie van a. Het is duidelijk dat in het geval van kritische bemonste-
ring beide vensters sterk verschillen waardoor de coe¨fficie¨nten c.m; n/minder
goed een significante component rond [m1M; n] kunnen weerspiegelen. Dit
is wel het geval vanaf a D 2 a` 4. Voor toepassingen die gebruik maken van
het gaborspectrogram, is deze interpretatie van c.m; n/ cruciaal [113]. Gezien
de sterke gelijkenis tussen  .k/ en γ .k/ voor praktische waarden van a, stelt



















































Figuur 3.9: Het analyse- en synthesevenster  .k/ en γ .k/ voor L D 32, OM D 16
(optimale waarde van ). (a) a D 1, 1M D 16. (b) a D 2, 1M D 8. (c) a D 4,
1M D 4. (d) a D 8, 1M D 2.
Het gaborspectrogram
Bij de discrete fouriertransformatie kan men de energie per frequentiecompo-
nent verkrijgen door de fouriercoe¨fficie¨nten te kwadrateren [110, hfdst. 13].
De verdeling van de energie over de verschillende frequentiebanden wordt
een spectrogram genoemd. Ook de discrete gabortransformatie laat toe om
een spectrogram, het gaborspectrogram, te berekenen. De gekwadrateerde
coe¨fficie¨nten jc.m; n/j2 kunnen worden beschouwd als een maat voor de ener-
gie van het signaal rond de spatiospectrale coo¨rdinaat [m1M; n].
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3.4 Een niet-lineaire herbemonsteringstechniek
Op basis van het criterium voor de zichtbaarheid van moire´-patronen en het
gaborspectrogram leiden we nu een nieuwe niet-lineaire herbemonsterings-
techniek af. Vooreerst leggen we het verband tussen het criterium voor de
zichtbaarheid van moire´-patronen, dat is opgesteld in het continue frequen-
tiedomein, en de discrete coe¨fficie¨nten van het gaborspectrogram. Deze link
laat vervolgens toe om voor elke gaborcoe¨fficie¨nt een corresponderende risi-
cocoe¨fficie¨nt te berekenen. Deze risicocoe¨fficie¨nten plaatsen we ten slotte in
een risicomatrix die wordt gebruikt om het risico op moire´-patronen voor een
willekeurig beeld plaatsafhankelijk te bepalen. Aan de hand van experimentele
en theoretische overwegingen bespreken we de invloed van de parameters van
het gaborspectrogram, de keuze van de reconstructiefunctie, en de invloed van
randen op deze risicoschatting.
3.4.1 De berekening van de risicomatrix
Het eerste wat we ons moeten afvragen, is: wat is het verband tussen de dis-
crete gaborcoe¨fficie¨nten c.m; n/ en het (denkbeeldig) fourierspectrum in het
continue domein? We stellen daartoe in formule (3.16) de spatiale coo¨rdinaat





.x − k/ Ng.k/γ ?.k/: (3.21)
De fouriergetransformeerde Oh. f / is dan
Oh. f / D ONg ⊗ Oγ . f /; −1=2  f  1=2; (3.22)
met Oγ . f / D Pk γ .k/ exp.− j2 f k=L/. Merk op dat de bemonsterde versieOh.n= OM/ overeenstemt met de gaborcoe¨fficie¨nten c.0; n/ uit formule (3.16).
De monsterwaarden die we aldus bekomen van het spectrum ONg. f / zijn ver-
stoord door de convolutie met Oγ . f /. Aangezien dit spectrum niet bandbeperkt
is, draagt het hele spectrum ONg. f / in meer of mindere mate bij tot een be-
paalde coe¨fficie¨nt. De bijdragen van verder afgelegen frequentiecomponenten
tot de waarde van een coe¨fficie¨nt worden frequentielekken (Eng. frequency
leakage) genoemd. Merk op dat ook de gewone discrete fouriertransformatie
frequentielekken vertoont, gekarakteriseerd door de impliciete analysefunctie
γ .k/ D 1, 0  k < L .
Alle voorgaande definities en concepten zijn gemakkelijk uitbreidbaar naar
tweedimensionale rechthoekige roosters m.b.v. het tensorproduct. In dat geval
stellen we de gaborcoe¨fficie¨nten c.m;n/ op in een vierdimensionale ruimte
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met twee spatiale en twee spectrale dimensies. Doordat we ons hier beperken
tot rechthoekige roosters, zullen we verder ook werken met scheidbare vensters
γ .x/ D γ .x1/γ .x2/.
De relatie tussen het spectrum in het continue domein en de ga-
borcoe¨fficie¨nten laat toe om, op basis van de indicatorfunctie 4.f/ die we heb-
ben opgesteld bij het criterium voor de zichtbaarheid van moire´-patronen (zie
pagina 103), een maat af te leiden voor het “gevaar” dat een frequentiecompo-
nent aanleiding kan geven tot moire´-patronen. We associe¨ren het risico .n/
met een gaborcoe¨fficie¨nt c.;n/ door het relatief aandeel van de energie van de





 Oγ .f − n= OM/2 dfR
 OR
 Oγ .f − n= OM/2 df : (3.23)
Aangezien de indicatorfunctie 4.f/ symmetrisch is ten opzichte van de hori-
zontale en verticale coo¨rdinaatassen, kunnen we deze resultaten schikken in
een risicomatrix:
7 D [.n/] ; n 2
n
n
 0  n1; n2  OM=2o : (3.24)
Merk op dat deze matrix afhankelijk is van het risicogebied opgelegd door de
indicatorfunctie 4.f/ en het gekozen venster γ .k/ (dat op zijn beurt afhanke-
lijk is van OM en1M), maar niet van de beeldinhoud zelf. In de praktijk dienen
we deze matrix dus maar e´e´n maal te berekenen.
3.4.2 Het gebruik van de risicomatrix
De risicomatrix laat ons toe om de energie van het gaborspectrogram te wegen
en aldus de fractie “gevaarlijke” energie te bepalen. We hebben een L L-blok
dat over het beeld g.k/ schuift met een horizontale en verticale stapgrootte
1M . Voor elk blok kunnen we het risico op een zichtbaar moire´-patroon als
volgt berekenen:
1. We bepalen de gaborcoe¨fficie¨nten c.m;n/ waarbij m overeenstemt met
de positie van het blok.
2. Het gaborspectrogram wordt bepaald door jc.m;n/j2.
3. Het risico op moire´-patronen is de verhouding van de “gevaarlijke” ener-
gie tot de totale energie. De risicomatrix 7 geeft aan hoe onveilig deze






n1  OM; n2  OM

P





 0  n1; n2  OM − 1o en  een klein getal om een deling
door nul te vermijden. De -operator vouwt de risicomatrix opnieuw
open naar de vier kwadranten:
n  OM D

n; 0  n  OM=2
OM − n; OM=2 < n  OM − 1: (3.26)
In de praktijk worden monsterwaarden van beelden gegeven in een positief
interval. Daardoor is de nulfrequentiecomponent, die ook de gemiddelde
waarde van de monsterwaarden binnen een venster voorstelt, typisch de nu-
meriek grootste frequentiecomponent en “verstoort” aldus de verhouding van
formule (3.25). Het is belangrijk om de nulfrequentiecomponent te verwijde-
ren uit de waarden g.k/ die binnen het blok vallen, alvorens het venster γ .k/
toe te passen. Zoniet laat de nulfrequentiecomponent zijn invloed gelden op de
naburige frequentiecomponenten door frequentielekken, volgens het principe
van formule (3.22).
3.4.3 De invloed van de parameters van het gaborspectrogram
In een eerste reeks van experimenten wensen we de invloed van de parameters
van het gaborspectrogram te bespreken. Deze zijn de blokgrootte L  L , de
spatiale stapgrootte 1M en het aantal frequentiecomponenten OM  OM . De
spectrale stapgrootte wordt dan gegeven door 1 OM D L= OM en de mate van
redundantie door a D OM=1M . Als criterium kiezen we het klassieke ny-
quistcriterium en definie¨ren aldus 4.f/ als 1 −  OQR.f/. Dit laat ons toe op een
eenvoudige manier te controleren hoe goed het berekende risico overeenstemt
met4.f/, alsook de invloed van de parameters van het gaborspectrogram na te
gaan.
Figuur 3.10 toont de risicobeelden van de “zoneplate” voor verschil-
lende gaborparameters. De grijswaardenschaal correspondeert met het risico.
Om de snelle implementaties van de discrete fouriertransformatie (FFT, Eng.
Fast Fourier Transform) te gebruiken, kiezen we best voor L een macht van
twee [44, 85]. Opdat de gaborcoe¨fficie¨nten een goede spatiale en spectrale lo-
kaliteit zouden vertonen, opteren we voor een mate van redundantie a  2. Het
blijkt dat zowat alle resultaten het frequentiegebied opgelegd via het criterium,
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zijnde het nyquistgebied, goed benaderen. We vergelijken de resultaten verder
ook onderling, om een goede keuze van de parameters te kunnen maken.
• We merken duidelijk dat we spatiale resolutie inruilen voor spectrale.
Het resultaat (a) heeft een hoge spatiale resolutie (1M D 2), maar de
overgang rond de grens van het opgelegde criterium spreidt zich breder
uit dan in (c) waar 1M D 8. Het vergroten van de drager zonder het
aantal frequentiekanalen mee te verhogen, zoals in (d), heeft weinig zin.
De resultaten in (e) en (f) zijn nog beter, maar vereisen een grote drager.
Bovendien wordt de spatiale resolutie in (f) vrij klein.
• Een ander belangrijk aspect in de evaluatie is de algoritmische complexi-
teit. Veronderstel dat het originele beeld D1D1 monsterwaarden bevat,
dan dienen er D21=1M2 tweedimensionale FFTs te worden berekend.









In feite mogen we slechts resultaten met (ongeveer) dezelfde complexi-
teit vergelijken. Indien we b.v. de drager L verdubbelen, alsook de stap-
grootte 1M , bekomen we quasi dezelfde complexiteit, op een factor
1 C log2.L/
log2.L/
na. Dit betekent dat we (b) dienen te vergelijken met (e), en (c) met (f).
• In figuur 3.11 tonen we het verschilbeeld tussen de risicobeelden en de
indicatorfunctie van het nyquistgebied. We geven ook de gemiddelde
absolute fout ( NE) weer tussen beide beelden. We merken enerzijds het
inruilen van spatiale en spectrale resolutie1 en anderzijds het effect van
een grotere drager.
Een grote drager (L D 32) geeft duidelijk goede resultaten, maar een goede
spatiale resolutie vereist toch 1M  8. Indien deze complexiteit te groot is,
verkiezen we eerder een kleinere drager (L D 16) met 1M D 8 dan een te
groot spatiaal resolutieverlies.
1Hoewel de gaborcoe¨fficie¨nten beschikken over een slechte lokaliteit voor a < 2, vermelden
we volledigheidshalve dat de fout NE opnieuw stijgt voor dergelijke a.
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(a) (b)
L D 16, 1M D 2 L D 16, 1M D 4
OM D 16, a D 8 OM D 16, a D 4
(c) (d)
L D 16, 1M D 8 L D 32, 1M D 8
OM D 16, a D 2 OM D 16, a D 2
(e) (f)
L D 32, 1M D 8 L D 32, 1M D 16
OM D 32, a D 4 OM D 32, a D 2




NE D 25:14 NE D 20:06
(c) (d)
NE D 17:96 NE D 17:78
(e) (f)
NE D 12:38 NE D 10:62
Figuur 3.11: Het verschil tussen de risicobeelden uit figuur 3.10 en de indicatorfunc-
tie van het nyquistgebied.
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3.4.4 De invloed van de verschillende criteria
In een tweede reeks experimenten kiezen we vaste parameters (L D 16,
1M D 8, OM D 16), maar gebruiken we de verschillende criteria 4.f/ die
de zichtbaarheid van moire´-patronen bepalen. Figuur 3.12 toont de risicobeel-
den van het testbeeld “zoneplate” voor de criteria berekend op basis van de
verschillende reconstructiefuncties.
Het criterium voor interpolatie met de eerste-ordespline is duidelijk zeer
streng en bestempelt veel frequentiecomponenten (terecht) als gevaarlijk. De
tweede- en derde-ordesplines zorgen vooral dat horizontale en verticale fre-
quentiecomponenten minder riskant zijn. Het risicobeeld van de prolate
sferoı¨dale golffunctie legt naast het nyquistgebied van het doelrooster geen
extra vereisten op. De kleinste-kwadratensplines doen het, omdat ze op een
goede manier rekening houden met het doelrooster, duidelijk beter dan de klas-
sieke interpolatiefuncties en veroorzaken voornamelijk een bijkomend risico






Figuur 3.12: De risicobeelden van het testbeeld “zoneplate” voor de verschillende
criteria. (a) Interpolatie met de eerste-ordespline. (b) Interpolatie met de tweede-
ordespline. (c) Interpolatie met de vierde-ordespline. (d) Reconstructie met de prolate
sferoı¨dale golffunctie. (e) Kleinste-kwadratenbenadering met de eerste-ordespline.
(f) Kleinste-kwadratenspline met de tweede-ordespline.
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3.4.5 De invloed van randen
We kunnen voorlopig besluiten dat de risicomatrices toelaten om de
coe¨fficie¨nten die we met het gaborspectrogram bekomen, te wegen. Het is
evident dat een beeld met een sterke hoge-frequentiecomponent een hoog ri-
sico zal inhouden. In gebieden met hoge risico’s zal later de gepaste vervaging
tijdens de herbemonstering worden toegepast. Het is echter niet de bedoeling
dat ook randen in een beeld leiden tot een hoog risico en aldus hun scherpte
verliezen. Daarom onderzoeken we wat de invloed van randen op de risico-
schatting is.
Het is zeer nuttig om deze vraag te beantwoorden met een analytisch mo-
del. Beschouw de eendimensionale functie d;L=2.x/ (zie formule (1.36)) met
d > 0 en met drager [−L=2; L=2] als model voor een “perfecte” rand. We
dienen de term .L − 2d/=.2L/ van deze functie af te trekken om de nulfre-
quentiecomponent te verwijderen. Figuur 3.13 illustreert dit model. Aldus
bekomen we, met het venster γ .x/, de volgende functie:
g.x/ D

















waarvan de fouriergetransformeerde kan worden berekend als















































De fractie van de energie
 Og. f /2 die zich boven een bepaalde frequentie
bevindt, geeft ons dan het risico voor frequentiecomponenten in het gebied
[ f; 1=2]:
rand. f / D
R 1=2
f
 Og. /2 dR 1=2
0
 Og. /2 d : (3.29)
Figuur 3.14 toont het numerieke resultaat van rand. f / als functie van d. Naar-








Figuur 3.13: De functie d;L=2.x/ met de drager [−L=2; L=2] als model voor een
rand. De verschoven versie (in stippellijn) heeft geen nulfrequentiecomponent.
hebben bekomen, geldt steeds fmin  0:1. Dit betekent dat er nog steeds een
maximaal risico kan optreden van ongeveer 0:5 als risicowaarde van een rand.
Merk op dat zo’n hoog risico zich voordoet voor d D 6 a` 7, m.a.w. wanneer
de rand zich helemaal aan het uiteinde van het venster bevindt en aanleiding
geeft tot een “impuls”. Wanneer we onderstellen dat 1M D L=2, dan geldt
voor het venster dat zich het dichtst bij de rand bevindt steeds d < L=4. De
hoge risicowaarde treedt dus op in het naburige venster. Merk tenslotte op dat
dergelijke “perfecte” randen enkel optreden in synthetische beelden en niet in
natuurlijke beelden.
We wensen nu de voorgaande modellering te toetsen aan de hand van en-
kele experimentele resultaten. Het testbeeld in figuur 3.15 toont een schijf
als model voor een (lokaal) perfecte rand in een bepaalde richting. De risico-
beelden in figuur 3.16 tonen duidelijk (meestal lage) risicowaarden langs de
rand. De uitzonderlijke hogere waarden treden op, zoals voorspeld door het
theoretisch model, wanneer de rand zich aan de rand van het venster bevindt.
Merk op dat de risicobeelden niet isotroop zijn, hetgeen logisch is, aangezien
de criteria niet even streng zijn in elke richting. Op basis van deze criteria
(zie figuur 3.7) hebben we de laagste gevaarlijke frequentie fmin bepaald en de
maximale risicowaarde (voor d D 7) berekend volgens het theoretisch model.
Uit tabel 3.3 blijkt dat deze waarden vrij goed overeenstemmen.






















Figuur 3.14: Het risico rand. f / van een scherpe rand d;L=2.x/ (L D 16;1M D 8)
met als gevaarlijke frequentieband [ f; 1=2].
Figuur 3.15: Testbeeld om de risicoschatting voor ideaal scherpe randen te bereke-
nen.
Tabel 3.3: De maximale risicowaarden voor een perfecte rand. Experimenteel bepalen
we de maximale  uit figuur 3.16 en volgens het theoretisch model bekomen we rand.




prolate sferoı¨dale golffunctie 0.22 0.19
kleinste-kwadratenspline van eerste orde 0.31 0.30







































































Figuur 3.16: De risicobeelden van het testbeeld uit figuur 3.15 voor de criteria
corresponderend met de verschillende herbemonsteringstechnieken. (a) Interpola-
tie met de eerste-ordespline. (b) Interpolatie met de tweede-ordespline. (c) Inter-
polatie met de vierde-ordespline. (d) Reconstructie met de prolate sferoı¨dale golf-
functie. (e) Kleinste-kwadratenbenadering met de eerste-ordespline. (f) Kleinste-
kwadratenspline met de tweede-ordespline.
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3.4.6 Een nieuwe niet-lineaire herbemonsteringstechniek
We beschikken nu over de nodige componenten om een niet-lineaire herbe-
monsteringstechniek te ontwikkelen. We beschouwen daartoe twee lineaire
herbemonsteringstechnieken met reconstructiefuncties 1.x/ en 2.x/, waar-
van de eerste op goede wijze randen bewaart, maar moire´-patronen kan intro-
duceren, en de tweede goed moire´-patronen onderdrukt, maar aanleiding geeft
tot vervaging. Het doel is beide te combineren zodanig dat we een nieuwe
reconstructiefunctie
.xI/ D .1 − /1.x/C 2.x/ (3.30)
bekomen, waarbij de wegingsfactor  plaatsafhankelijk is en wijzigt als functie
van het risico op zichtbare moire´-patronen bij gebruik van 1.x/.
Uit de randbewarende herbemonsteringstechniek met reconstructiefunctie
1.x/ leiden we het criterium af voor de zichtbaarheid van moire´-patronen. Dit
criterium laat toe om de risicomatrix op te stellen. We kunnen vervolgens risi-
cobeelden berekenen m.b.v. de gewogen gaborcoe¨fficie¨nten. Dit risico wensen
we te gebruiken om beide (lineaire) herbemonsteringstechnieken te combine-
ren. Het is evident dat we in gebieden met een hoog risico de voorkeur geven
aan de moire´-onderdrukkende techniek en vice versa. Een binaire beslissing op
basis van een eenvoudige drempel leidt echter tot een sterke overgang tussen
beide technieken. Daarom kiezen we voor een sigmavormige zachte drempel:
t;u./ D 11 C exp .u.−=t C 1// : (3.31)
Figuur 3.17 toont deze zachte drempel. De parameter t bepaalt de ordinaat
van het buigpunt (t;u.t/ D 0:5) en de parameter u laat toe om de sterkte van
de drempel te varie¨ren: hoe groter u, hoe scherper de drempelfunctie. Een
logische keuze voor t is rand. fmin/, de maximale risicowaarde bij een ideale
rand. In dat geval zal de risicoschatting voor randen steeds beperkt blijven.
We illustreren het aanpassen van de risicobeelden met de drempelfunctie
t;u./ aan de hand van het testbeeld “hemd”. Figuur 3.18 toont de originele ri-
sicobeelden van het testbeeld “hemd” voor de verschillende reconstructiefunc-
ties (en bijbehorende criteria en risicomatrices). Het risicobeeld voor recon-
structie met de eerste-ordespline vertoont nogal wat hoge risicowaarden buiten
het hemd. Dit is een gevolg van het strenge criterium, waardoor veel energie
als potentieel gevaarlijk wordt geklasseerd. De overige risicobeelden vertonen
allen hoge risicowaarden in het hemd en in veel mindere mate daarbuiten. De
absolute grootte van deze risicowaarden in het hemd is echter verschillend. De




















Figuur 3.17: De drempelfunctie 0:5;u./.
t D rand. fmin/ en u D 5:0) levert in figuur 3.19 bijna identieke risicobeelden
op.
De uiteindelijke adaptieve herbemonsteringstechniek kan dan als volgt
worden neergeschreven:
s.x/ D .1 − .x// 1 ⊗ gR.x/C .x/ 2 ⊗ gR.x/; (3.32)
waarbij het aangepaste risico .x/ plaatsafhankelijk is. Voor een constante
waarde van .x/ D  geeft formule (3.32) aanleiding tot een reconstructie-
functie met als spectrum
O.fI/ D .1 − / O1.f/C  O2.f/: (3.33)
Dit laat toe om de lokale frequentiekarakteristiek van de niet-lineaire techniek
te bestuderen als een gewogen gemiddelde van de lineaire technieken.




Figuur 3.18: De originele risicobeelden van het testbeeld “hemd”. (a) Interpola-
tie met de eerste-ordespline. (b) Interpolatie met de tweede-ordespline. (c) Inter-
polatie met de vierde-ordespline. (d) Reconstructie met de prolate sferoı¨dale golf-
functie. (e) Kleinste-kwadratenbenadering met de eerste-ordespline. (f) Kleinste-





Figuur 3.19: De aangepaste risicobeelden van het testbeeld “hemd” (parameters t D
rand. fmin/ en u D 5:0). (a) Interpolatie met de eerste-ordespline. (b) Interpolatie met
de tweede-ordespline. (c) Interpolatie met de vierde-ordespline. (d) Reconstructie
met prolate sferoı¨dale golffunctie. (e) Kleinste-kwadratenbenadering met de eerste-
ordespline. (f) Kleinste-kwadratenbenadering met de tweede-ordespline.
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Algoritmische complexiteit
Het is interessant om de extra algoritmische complexiteit van de niet-lineaire
herbemonsteringstechniek te vergelijken met die van de lineaire technieken.
We onderstellen D21 en D22 monsterwaarden op het bron- en doelrooster. Voor
een niet-scheidbare reconstructiefunctie met een drager van grootte D2 be-
tekent dit een complexiteit O.D2D22/. Zoals reeds aangehaald, is de com-
plexiteit van het gaborspectrogram met venstergrootte L  L en spatiale stap-
grootte 1M gelijk aan O.2D21 L2 log2.L/=1M2/. Kiezen we de parameters
L D 16, 1M D 8 en D D 5, dan bekomen we O.50D22/ als complexiteit voor
de (twee) lineaire herbemonsteringstechnieken en O.32D21/ voor de risico-
analyse. Deze complexiteiten zijn dus quasi gelijk (voor een grover doelrooster
geldt immers D2 < D1), hetgeen betekent dat de niet-lineaire techniek onge-
veer vier keer de complexiteit heeft van een lineaire herbemonsteringstechniek.
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3.5 Resultaten
We stellen nu de resultaten voor die we bekomen met de niet-lineaire her-
bemonsteringstechniek. We beschouwen opnieuw de gravurediepdruktoepas-
sing, voornamelijk omdat dit ons toelaat de resultaten met die van het vorige
hoofdstuk te vergelijken. De bekomen resultaten zullen verder weer zowel
subjectief als aan de hand van de objectieve kwaliteitsmaat beoordeeld wor-
den.
We geven nog mee dat we hier slechts een klein deel van de ruimte van
alle mogelijke vrijheidsgraden die de niet-lineaire techniek ons biedt, kunnen
exploreren. Eerst en vooral dienen we de keuze van de reconstructiefuncties
vast te leggen. Op basis van de resultaten op het einde van het vorige hoofd-
stuk, kiezen we de vierde-ordespline als randbewarende reconstructiefunctie
en de prolate sferoı¨dale golffunctie als moire´-onderdrukkende reconstructie-
functie. Het gaborspectrogram berekenen we voor een 16  16 venster dat
over het origineel beeld glijdt met een stapgrootte 1M D 8. De drempelfunc-
tie t;u./ stellen we in volgens de maximale risicowaarde voor een perfecte
rand bij de vierde-ordespline en kunnen we dus berekenen als t D rand. fmin/.
De parameter u van de drempelfunctie blijft over als vrije parameter.
In figuur 3.20 tonen we de aangepaste risicobeelden en de bijhorende
niet-lineaire herbemonstering van het testbeeld “zoneplate” voor verschillende
waarden van de parameter u. Het is duidelijk dat de waarde u D 7:5 zorgt
voor een scherpe overgang tussen beide lineaire herbemonsteringstechnieken.
De overgang tussen beide technieken is te opvallend en komt niet natuurlijk
over. Een waarde u D 2:5 a` 5:0 geeft een betere indruk. We nodigen de lezer
uit om deze resultaten te vergelijken met de resultaten bekomen door lineaire
herbemonstering uit het vorige hoofdstuk.
De resultaten voor de natuurlijke testbeelden “hemd” en “barbara” in figu-
ren 3.21 en 3.22 bevestigen de bovenstaande vaststelling over de parameter u.
Het niet-lineair herbemonsterde resultaat geeft een veel scherpere indruk dan
het resultaat met de prolate sferoı¨dale golffunctie, en onderdrukt bovendien
wel veel beter moire´-patronen. De aangepaste risicobeelden van het testbeeld
“tekst” geven nog vrij hoge risicowaarden. Het resultaat ligt dan ook, wat
scherpte betreft tussen dat bij gebruik van de prolate sferoı¨dale golffunctie en
de vierde-ordespline. Merk op dat tekstuele informatie in de meeste beelden
niet zo “ideaal” is als in dit synthetisch testbeeld. Ter illustratie tonen we in
figuur 3.24 een additioneel testbeeld “horloge”, waar de tekstuele informatie
ditmaal niet als risicovol wordt bestempeld en dus nog zeer scherp blijft in het
eindresultaat.
Voor elk van de natuurlijke testbeelden hebben we de objectieve kwali-
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teitsmaat berekend onder de vorm van 1 en 2. Tabel 3.4 geeft de waarden
van 1 en 2 voor de verschillende testbeelden en herbemonsteringstechnie-
ken. Ter vergelijking hebben we ook de resultaten van de lineaire technieken
opgenomen. De niet-lineaire techniek zoekt een optimaal evenwicht tussen re-
constructie met de vierde-ordespline en de prolate sferoı¨dale golffunctie. Het
is opvallend dat de foutmaat 1 voor de niet-lineaire techniek vaak beter is dan
bij elk van beide lineaire technieken, omdat niet enkel de fout veroorzaakt door
moire´-patronen meetelt. Qua scherpte bekomen we echter niet dezelfde hoge
waarde van 2 als bij de vierde-ordespline. De parameter u kan best gekozen
worden rond u D 5, aangezien er geen verbetering optreedt wanneer we u veel
kleiner kiezen en de overgang tussen beide lineaire technieken te scherp wordt
wanneer we u groter kiezen.
De figuren 3.25, 3.26 en 3.27 vatten de resultaten van de verschillende
herbemonsteringstechnieken per testbeeld samen. We merken op dat de klas-
sieke lineaire herbemonsteringstechnieken zich wat 1 betreft afscheiden, als
het aandeel van moire´-patronen toeneemt in het beeld. De overige technieken
onderscheiden zich vooral door een verschillende waarde voor 2. Volgens
deze kwaliteitsmaat levert herbemonstering met de kleinste-kwadratenspline
van tweede orde het beste resultaat op: een lage waarde voor 1 en de hoog-
ste waarde voor 2. Desalniettemin zijn de beelden die we bekomen met deze
techniek toch niet geheel vrij van moire´-patronen (ondermeer door de beper-
kingen van de reproductietechniek). De maat 1 is te grof om hier duidelijk
discriminerend te zijn. Naargelang de toepassing en de gestelde kwaliteitsei-
sen kan het resultaat van herbemonstering m.b.v. een kleinste-kwadratenspline
aanvaardbaar zijn. Zoniet staat de niet-lineaire herbemonsteringstechniek ga-
rant voor zowel een betere onderdrukking van moire´-patronen als een goede





Figuur 3.20: De aangepaste risicobeelden en de niet-lineaire herbemonstering van
het testbeeld “zoneplate”. (a)-(b) Parameter u D 2:5. (c)-(d) Parameter u D 5:0.





Figuur 3.21: De aangepaste risicobeelden en de niet-lineaire herbemonstering van
het testbeeld “hemd”. (a)-(b) Parameter u D 2:5. (c)-(d) Parameter u D 5:0. (e)-




Figuur 3.22: De aangepaste risicobeelden en de niet-lineaire herbemonstering van




Figuur 3.22: (vervolg) De aangepaste risicobeelden en de niet-lineaire herbemonste-




Figuur 3.22: (vervolg) De aangepaste risicobeelden en de niet-lineaire herbemonste-





Figuur 3.23: De aangepaste risicobeelden en de niet-lineaire herbemonstering van
het testbeeld “tekst”. (a)-(b) Parameter u D 2:5. (c)-(d) Parameter u D 5:0. (e)-





Figuur 3.24: Het bijkomend testbeeld “horloge” met tekstuele informatie. (a) In-
terpolatie met de vierde-ordespline. (b) Reconstructie met de prolate sferoı¨dale golf-
functie. (c) Kleinste-kwadratenbenadering met de eerste-ordespline. (d) Kleinste-
kwadratenbenadering met de tweede-ordespline. (e) Aangepast risicobeeld (u D 5:0).
(f) Niet-lineaire herbemonstering.
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Tabel 3.4: Resultaten van de objectieve kwaliteitsmaat voor de lineaire en niet-
lineaire herbemonsteringstechnieken.
testbeeld reconstructiefunctie 1 2
hemd eerste-ordespline 6.38 89.7
tweede-ordespline 1.83 80.8
vierde-ordespline 1.78 86.4
prolate sferoı¨dale golffunctie 1.25 60.4
kleinste-kwadratenspline van eerste orde 0.99 72.9
kleinste-kwadratenspline van tweede orde 0.85 93.1
niet-lineair (u D 2:5) 1.10 73.4
niet-lineair (u D 5:0) 1.11 76.2
niet-lineair (u D 7:5) 1.13 77.0
barbara eerste-ordespline 3.14 84.7
tweede-ordespline 1.32 77.1
vierde-ordespline 1.42 81.5
prolate sferoı¨dale golffunctie 1.18 59.3
kleinste-kwadratenspline van eerste orde 1.05 70.35
kleinste-kwadratenspline van tweede orde 0.96 89.24
niet-lineair (u D 2:5) 1.04 72.9
niet-lineair (u D 5:0) 1.04 75.6
niet-lineair (u D 7:5) 1.05 76.2
tekst eerste-ordespline 2.30 88.7
tweede-ordespline 1.10 78.0
vierde-ordespline 1.55 74.8
prolate sferoı¨dale golffunctie 2.13 57.0
kleinste-kwadratenspline van eerste orde 1.26 70.5
kleinste-kwadratenspline van tweede orde 2.77 70.1
niet-lineair (u D 2:5) 1.87 66.6
niet-lineair (u D 5:0) 1.73 69.7
niet-lineair (u D 7:5) 1.68 71.0
horloge eerste-ordespline 6.56 83.0
tweede-ordespline 2.41 72.9
vierde-ordespline 3.79 78.3
prolate sferoı¨dale golffunctie 1.49 54.2
kleinste-kwadratenspline van eerste orde 1.42 65.2
kleinste-kwadratenspline van tweede orde 1.34 84.9
niet-lineair (u D 2:5) 1.36 68.1
niet-lineair (u D 5:0) 1.33 73.3
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In dit hoofdstuk hebben we een grondige analyse voorgesteld van het ont-
staan van moire´-patronen. Daarbij hebben we zowel het ontstaan van moire´-
patronen door frequentieverwarring, als door zwevingsfrequenties bekeken.
Op basis van deze analyse hebben we vervolgens de zichtbaarheid van moire´-
patronen gemodelleerd. In tegenstelling tot het vorige hoofdstuk, telde naast
de invloed van de reconstructiefunctie bij herbemonstering, ook de interpola-
tiefunctie bij reproductie en de frequentiegevoeligheid van de menselijke waar-
neming mee. Aangezien deze modellering rekening houdt met de beperkingen
van praktische technieken, ontstaat een nieuw criterium in het frequentiedo-
mein dat strenger is dan het klassieke nyquistcriterium. Het combineren van
het nieuwe criterium met een gezamenlijke spatiale en spectrale analyse (na-
melijk het gaborspectrogram) laat toe om voor een gegeven beeld een risico-
beeld af te leiden dat aangeeft in hoeverre een bepaald gebied in een beeld
aanleiding kan geven tot moire´-patronen. Tenslotte hebben we de informatie
van het risicobeeld gebruikt om een nieuwe niet-lineaire techniek te bekomen,
die het beste van twee lineaire technieken samenvoegt.
De nieuwe niet-lineaire techniek presteert goed want laat toe om terzelfder
tijd moire´-patronen zeer sterk te onderdrukken in gebieden waar dat nodig is,
zonder het gehele beeld te vervagen. Toepassingen waarbij moire´ zeer onge-
wenst is (en waar tot nog toe een manuele voorbewerking nodig was [93]),
kunnen dan ook ten volle van deze techniek gebruikmaken. De complexiteit
van de niet-lineaire techniek is ongeveer vier maal zo groot als die van een en-
kele lineaire herbemonsteringstechniek. De numerieke resultaten die we beko-
men met de objectieve kwaliteitsmaat bevestigen de waargenomen resultaten.
Tot slot merken we op dat de niet-lineaire herbemonsteringstechniek die we
hebben voorgesteld een nieuwe waaier van mogelijkheden opent. Er zijn on-
getwijfeld nog vele andere manieren om de informatie uit het risicobeeld aan te
wenden. Enerzijds kunnen andere lineaire technieken gecombineerd worden.
Anderzijds kan de informatie uit het risicobeeld nog op vele andere manieren







Tot nog toe hebben we ons in dit werk toegespitst op het herbemonsteren van
beelden. Dit hoofdstuk handelt over herbemonstering van beeldsequenties.
Het omzetten van een beeldsequentie van het ene videoformaat naar het an-
dere wordt in de vakliteratuur ook “formaatconversie” (Eng. standards conver-
sion) genoemd. Een belangrijke conversie die we gedetailleerd zullen bestu-
deren is de omzetting van een alternerend naar een progressief videoformaat.
We bespreken eerst beide formaten, waarna we het belang van deze conversie
toelichten. Vervolgens tonen we aan waarom de herbemonsteringstechnieken
uit vorige hoofdstukken ontoereikend zijn voor deze toepassing en geven een
overzicht van andere technieken die in de literatuur voorhanden zijn. Het be-
komen van goede resultaten vereist dat men over een mechanisme beschikt om
rekening te houden met beweging in de beeldsequentie. We stellen een nieuwe
geavanceerde bewegingsdetector voor die gebaseerd is op de vaaglogische in-
formatieverwerking. De betrouwbare indicatie voor beweging die we beko-
men, kan worden aangewend voor een bewegingsadaptieve herbemonstering.
De evaluatie van deze methode gebeurt aan de hand van een implementatie in
soft- en hardware. Tot slot stellen we ook een methode voor die de parameters
van de bewegingsdetector automatisch aanpast als functie van het ruisniveau.
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4.2 Videoformaten
4.2.1 Inleiding
Reeds geruime tijd voor de komst van de televisie was het principe van de
bioscoopfilm bekend. Een camera voor het opnemen van speelfilms heeft
daarvoor tot op de dag van vandaag een fotografische film (vaak ook peli-
cule genoemd) nodig, net als een klassiek fototoestel trouwens. Professionele
filmproducties vereisen een filmrol met een breedte van 35mm, die 24 keer
per seconde belicht wordt. De aldus bekomen 24 beelden (Eng. frames) per
seconde, die elk tweemaal geprojecteerd worden, geven een menselijke waar-
nemer de indruk van een vloeiende beweging. De resolutie van elk van deze
beelden is nog steeds superieur aan die bekomen met de modernste digitale
technieken. De resolutie stemt immers overeen met die van het net van kleine
lichtgevoelige kristallen. Voor de digitale nabewerking van speelfilms worden
hoge resoluties gebruikt van ongeveer 4000 beeldelementen in beide dimen-
sies.
De komst van de televisie maakte het echter noodzakelijk videoformaten
te definie¨ren. De beeldinformatie diende immers te worden omgezet van het
spatio-temporale domein naar een eendimensionaal (analoog) signaal dat langs
een transmissiekanaal kon worden doorgestuurd. Daartoe diende men een
compromis te zoeken tussen beschikbare bandbreedte, gewenste spatiale en
temporale resolutie en specifieke randvoorwaarden, opgelegd door de techno-
logie van de televisie zelf, zoals de snelheid van de elektronica en de reminis-
centie van de fosforen. In tegenstelling tot pelicule, ligt de haalbare spatiale
resolutie van televisie veel lager. Bovendien bleek een verversingsfrequentie
van 24 beelden per seconde voor de weergave op een televisiescherm veel te
laag en dat gaf aanleiding tot flikkering. Uiteindelijk zijn twee grote standaar-
den van televisieformaten ontstaan: NTSC (Eng. National Television Systems
Committee) in de Verenigde Staten en PAL (Eng. Phase Alternating Line) in
Europa. Tabel 4.1 toont de belangrijkste karakteristieken van deze formaten.
Merk op dat er minder actieve lijnen zijn dan respectievelijk 525 en 625, omdat
meerdere lijnen gebruikt worden voor synchronisatie en extra informatie zoals
teletekst [107]. Net als alle andere televisieformaten zijn NTSC en PAL een zo-
genaamd alternerend videoformaat: de beelden bevatten afwisselend enkel de
even en de oneven lijnen. In tegenstelling tot een eenvoudiger progressief for-
maat, waarbij elk beeld even en oneven lijnen bevat, verzoent een alternerend
formaat een gegeven bandbreedte en een gekozen temporale resolutie (aantal
beelden per seconde) met een (schijnbaar) hogere spatiale resolutie [30]. Naast
een luminantiesignaal, wordt ook kleurinformatie meegestuurd onder de vorm
van twee chrominantiesignalen. De kleurbemonstering gebeurt volgens een
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Tabel 4.1: Een overzicht van de karakteristieken van de belangrijkste videoformaten.
NTSC wordt gebruikt in Noord- en Midden-Amerika en Japan. PAL wordt gebruikt
in Europa, het Midden-Oosten en Hong Kong. De karakteristieken zijn gespecificeerd
als functie van een volledig beeld (even en oneven lijnen samen).
NTSC PAL
beelden / seconde 29.97 25
ms / beeld 33.37 40
lijnen / beeld 525 625
hoogte-breedteverhouding 4:3 4:3
alternerend 2:1 2:1
s / lijn 63.56 64.00
digitale resolutie 640  480 768  576
kleurbemonstering 4:2:2 4:2:2
“4:2:2” bemonstering, waarmee wordt aangegeven dat de horizontale resolutie
van de chrominantiesignalen tweemaal lager is dan deze van het luminantie-
signaal [108].
Een alternerend videoformaat heeft echter ook nadelen. Artefacten eigen
aan het alternerend videoformaat degraderen de beeldkwaliteit [116, 131]. De
belangrijkste artefacten zijn flikkering (Eng. flicker), trillen (Eng. twitter) en
kruipen (Eng. crawling). Flikkering ontstaat in een statische sce`ne met fijne
verticale details. Een extreem voorbeeld is een statische beeldsequentie met
afwisselend zwarte en witte horizontale lijnen, die worden weergegeven als
een opeenvolging van zwarte en witte beelden. Trillen is een specifieke soort
flikkering, waarbij een fijne horizontale lijn of rand op en neer lijkt te dansen.
Kruipen ontstaat wanneer het oog een object in het beeld observeert met een
verticale snelheid van een oneven aantal lijnen per half beeld. Bij PAL komt
een verticale snelheid van e´e´n lijn per half beeld overeen met 11.5 seconden
per beeldhoogte. De lijnstructuur wordt dan zeer zichtbaar en lijkt langs de
rand van het object te kruipen. Merk op dat het optreden van dit artefact ook
gepaard gaat met een verlies aan verticale resolutie.
Daarenboven kunnen sommige reproductietechnieken niet overweg met
een alternerend videoformaat en hebben behoefte aan een progressief formaat.
Bijvoorbeeld afdrukapparaten voor video [137], grafische kaarten voor com-
puters [88], plasma- en LCD-schermen [23, 105, 142].
Tot slot maakt het alternerend videoformaat sommige beeldverwerkings-
operaties complexer, zoals codering, bewegingsestimatie en herbemonste-
ring [36]. In het bijzonder leidt een alternerend videoformaat tot een afne-
mende verticale en temporale correlatie van een beeldsequentie [52, 105].
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In het kader van de convergentie tussen de televisie-, telecommunicatie-
en computerwereld waren er in het midden van de jaren ’90 sterke indicaties
dat het alternerend videoformaat plaats moest ruimen voor een progressief for-
maat [39]. Toch stellen we nu vast dat de standaard voor digitale televisie
(DTV) nog steeds alternerende formaten bevat en dat deze waarschijnlijk de
voorkeur zullen genieten [27]. Ook recent industrieel onderzoek [18,19] geeft
te kennen dat het alternerend videoformaat nog steeds een valabele keuze is, als
men voor een gegeven bandbreedte het evenwicht tussen temporale en (hogere)
spatiale resoluties zoekt. Ook voor digitale compressie van beeldsequenties
blijkt het alternerend videoformaat een niet te verwaarlozen videoformaat [17].
Zo ondersteunt de MPEG-1 standaard enkel progressieve videoformaten, ter-
wijl MPEG-2 expliciet rekening houdt met het alternerend videoformaat [58].
4.2.2 Formaatconversie
Onder formaatconversie verstaan we het omzetten van een beeldsequentie van
het ene naar het andere formaat. Formaatconversie omvat ondermeer het ver-
hogen van de spatiale resolutie [124], het verhogen van het aantal beelden per
seconde [54] en het omzetten van een alternerend naar een progressief for-
maat [138, 187]. Een interessant voorbeeld is ook het omzetten van een bi-
oscoopfilm naar het NTSC-formaat. Dit gebeurt m.b.v. de zogenaamde “3:2
pulldown” techniek die ongeveer 60 (halve) beelden per seconde uit 24 origi-
nele afleidt.
In het algemeen kunnen we technieken voor formaatconversie opdelen in
drie categoriee¨n:
1. Spatiale technieken houden geen rekening met beweging. Enkel de
beelddata binnen e´e´n (half) beeld tellen.
2. Bewegingsadaptieve technieken houden rekening met de aanwezigheid
van beweging. Daarbij wordt meestal gebruikgemaakt van een bewe-
gingsdetector die de aanwezigheid van beweging aangeeft. Het signaal
dat de bewegingsdetector produceert, kan gelden voor een gedeelte van
het beeld of het hele beeld.
3. Bewegingsgecompenseerde technieken houden niet louter rekening met
de aanwezigheid, maar ook met de aard van de beweging (richting en
grootte) en maken daarvoor gebruik van een bewegingsestimator die het
vectorveld met de bewegingsvectoren van het beeld bepaalt.
Zoals reeds vermeld, zullen we ons in dit hoofdstuk beperken tot het
omzetten van een alternerend naar een progressief beeldformaat (Eng. de-











Figuur 4.1: Het bemonsteringsrooster van een alternerend videoformaat. (a) De ho-
rizontale en verticale dimensie. (b) De verticale en temporale dimensie.
ontbrekende lijnen in elk half beeld dienen te worden opgevuld. De bedoeling
is het verbeteren van de beeldkwaliteit door de artefacten, eigen aan het alter-
nerend formaat, zo goed mogelijk weg te werken en daarenboven de spatiale
resolutie te verhogen.
Een opnametoestel capteert telkens een (half) beeld. Aldus bekomen we
monsterwaarden in de spatio-temporale ruimte bepaald door het vlak waarop
geprojecteerd wordt en het tijdsverloop. Beschouw een (genormaliseerd) al-
ternerend bemonsteringsrooster, gekarakteriseerd door de roostermatrix
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waarbij de roostervectoren r1, r2 en r3 respectievelijk de horizontale, verti-
cale en temporale dimensie aanduiden. Figuur 4.1 toont de roosterpunten van








Omdat de horizontale componenten (r1 en Qr1) van de matrix onveranderd blij-
ven, zullen we vaak enkel de verticale en temporale dimensie afbeelden. Het
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Figuur 4.2: Het reciproque alternerend bemonsteringsrooster en de roostercel (de
verticale en temporale dimensie).
reciproque alternerend rooster wordt gegeven door
OR D
2




Zoals figuur 4.2 laat zien, bestaat het nyquistgebied uit een geroteerde balk.
Om de notaties gebruiksvriendelijker te maken, schrijven we een
coo¨rdinaat .x1; x2; x3/ als .x; y; t/, waardoor het duidelijker is dat we de ho-
rizontale, verticale en temporale dimensie bedoelen. Een coo¨rdinaat in het
frequentiedomein noteren we als . fx; fy; ft /.
4.3 Lineaire herbemonstering
In dit gedeelte passen we enkele lineaire herbemonsteringstechnieken toe bij
de conversie van een alternerend naar een progressief videoformaat. We be-
schouwen een originele beeldsequentie gR.x; y; t/, gegeven op een alternerend
rooster R, die dient te worden omgezet naar een beeldsequentie g QR.x; y; t/ op
een progressief rooster QR. Om te beginnen, besteden we enkel aandacht aan
het luminantiesignaal.
Een interessant inzicht is het effect van beweging op het spectrum. Daarom
gaan we de verandering van het spectrum bij een starre translationele beweging
na. Een statische beeldsequentie kunnen we beschrijven als
gR.x; y; t/ D g0.x; y/R.x; y; t/; (4.4)
waarbij g0.x; y/ een stilstaand beeld is. Indien we dit beeld nu verschuiven




Og0. fx ; fy/
Figuur 4.3: Door beweging ondergaat het vlak Og0. fx ; fy/ een affiene transformatie
en schuift in de temporale dimensie.
met een snelheid .vx; vy/ per beeld bekomen we volgende beeldsequentie:
gR.x; y; t/ D g0.x − vx t; y − vyt/R.x; y; t/: (4.5)
Dit laat ons toe om het spectrum van de beeldsequentie te bepalen:
Og. fx; fy; ft/ D Og0. fx; fy/. fx C vx ft ; fy C vy ft /: (4.6)
Dit betekent dat het vlak Og0. fx; fy/ in de temporale dimensie schuift. Fi-
guur 4.3 illustreert dit.
Een eerste eenvoudige lineaire herbemonsteringstechniek is dichtste-buur-
interpolatie. Het roosterpunt van een beeldelement op een in te vullen lijn
bevindt zich echter even dicht bij zijn vier naburen: zijn boven- en onderbuur
en zijn buren op dezelfde spatiale locatie, maar uit het vorige of volgende halve
beeld. Indien we kiezen voor een nabuur uit hetzelfde halve beeld, bekomen
we een zuivere spatiale techniek die eenvoudigweg de vorige of volgende lijn
uit het halve beeld dupliceert (Eng. line-replication). We kunnen deze opera-
tie voorstellen door de convolutie van de originele beeldsequentie gR.x; y; t/
(gegeven op het alternerend rooster R) met het impulsantwoord .x; y; t/:
g QR.x; y; t/ D .gR ⊗ / .x; y; t/; (4.7)
waarbij
.x; y; t/ D .x; y; t/ C .x; y C 1; t/ (4.8)
om de beeldsequentie op het progressieve rooster QR te bekomen. Merk op dat
het spectrum van .x; y; t/ gegeven wordt door
O. fx ; fy; ft/ D 2 cos. fy/ exp. j f y/: (4.9)
Indien we echter kiezen voor een nabuur uit het vorige of volgende halve beeld,
krijgen we het impulsantwoord
.x; y; t/ D .x; y; t/ C .x; y; t C 1/; (4.10)
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Figuur 4.4: Het basisspectrum en zijn replica’s (in lange stippellijn) van een alterne-
rende beeldsequentie. Dichtste-buur-interpolatie is zowel spatiaal als temporaal mo-
gelijk. In het spatiale geval wordt het spectrum gefilterd met O. fy/, in het temporale
geval met O. ft /.
met als spectrum
O. fx ; fy; ft/ D 2 cos. ft/ exp. j ft/: (4.11)
In deze beide gevallen van dichtste-buur-interpolatie wordt het spectrum
slechts in e´e´n dimensie gefilterd. De andere dimensies blijven onaangeroerd.
Figuur 4.4 toont de filterkarakteristiek voor beide gevallen. Wanneer er geen
beweging aanwezig is in de beeldsequentie, onderdrukt temporale dichtste-
buur-interpolatie de nabijgelegen replica’s in het frequentiedomein. Bij een
statische sequentie voegt deze techniek immers de even en oneven lijnen tus-
sen elkaar en reconstrueert op die manier een progressief beeld. Dit wordt vaak
gebruikt in de computerwereld en staat bekend als “weave” [17,88]. Indien we
temporale dichtste-buur-interpolatie echter toepassen bij beweging, zorgen res-
tanten van de nabije replica’s voor zogenaamde “spookartefacten” (Eng. ghost
artifacts). Ter illustratie tonen we in figuur 4.5 een fragment uit een testsequen-
tie. In (a) zien we het originele progressieve beeld. Nadat we zelf de sequentie
hebben omgezet naar een alternerend formaat (eenvoudigweg door lijnen weg
te laten), bekomen we een gereconstrueerd progressief beeld in (b) met tempo-
rale dichtste-buur-interpolatie en in (c) met spatiale dichtste-buur-interpolatie.
We merken dat de beweging spookartefacten introduceert in het gezicht in (b).
Het resultaat in (c) lijdt hier niet onder, maar heeft duidelijk ingeboet aan spa-
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(a) (b) (c)
Figuur 4.5: Fragment uit een testsequentie. (a) Originele progressieve versie.
(b) Temporale dichtste-buur-interpolatie. (c) Spatiale dichtste-buur-interpolatie.
tiale resolutie. Het grote nadeel van (c) is echter dat de opeenvolgende beelden
uit de sequentie vrij veel verschillen, waardoor er flikkering ontstaat. Ook an-
dere artefacten, eigen aan het alternerend formaat, zoals “trillen” en “kruipen”
blijven aanwezig in de bekomen progressieve beeldsequentie.
Niettegenstaande de eenvoud van temporale dichtste-buur-interpolatie,
blijkt deze in de praktijk een voortreffelijke techniek voor statische sequenties.
In het geval van beweging daarentegen kan het resultaat van spatiale dichtste-
buur-interpolatie duidelijk nog verbeterd worden door te kiezen voor een inter-
polatiefunctie van hogere orde. In het geval van lineaire interpolatie wordt de
nieuwe lijn berekend als het gemiddelde van de lijn erboven en eronder (Eng.
line-averaging). We bekomen dan het impulsantwoord
.x; y; t/ D .x; y; t/ C .x; y C 1; t/C .x; y − 1; t/
2
; (4.12)
waarbij het spectrum gegeven wordt door
O. fx; fy; ft/ D 2 cos2. f y/: (4.13)
De replica’s worden aldus sterker onderdrukt en de temporale artefacten,
zoals flikkering, zijn minder prominent aanwezig dan bij spatiale dichtste-
buur-interpolatie. Deze techniek staat in de computerwereld bekend als
“bob” [17, 88].
De constructie van complexere lineaire filters is uiteraard mogelijk en dat
zowel spatiaal als spatio-temporaal. De additionele kost die de berekening en
de opslag van meerdere beelden voor dergelijke filters met zich meebrengt,
neemt echter snel toe [31]. Dit is immers de reden waarom de temporale di-
mensie steeds met de nodige omzichtigheid wordt benaderd. Bovendien is
er een fundamenteel probleem met alternerende beeldsequenties dat het re-
sultaat van deze aanpak hypothekeert: zowel de verticale als de temporale
dimensie zijn onderbemonsterd, waardoor de beeldsequenties vaak frequen-
tiecomponenten bevatten boven de nyquistgrens. Hierdoor zal zelfs een ideale
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Figuur 4.6: Een bewegingsgecompenseerd interpolatiefilter dient het basisspectrum
te scheiden van de replica’s in het frequentiedomein. De orie¨ntatie van het filter is
afhankelijk van een bewegingsestimatie.
interpolatiefunctie, gebaseerd op het nyquistcriterium van het alternerend vi-
deoformaat, geen bevredigend resultaat bieden [131, 138]. Deze vaststelling
houdt echter ook in dat televisiebeelden onvoldoende worden gefilterd tijdens
hun creatie.
Het omzetten van een alternerende naar een progressieve beeldsequentie
kan vooral worden verbeterd door rekening te houden met beweging. Zo-
als reeds vermeld, kunnen we een onderscheid maken tussen bewegingsadap-
tieve en bewegingsgecompenseerde technieken. De eerste beschouwen een
(gedeelte van het) beeld met of zonder beweging. De interpolatie wordt dan
aangepast van spatiaal, waarbij enkel het huidige halve beeld in ogenschouw
wordt genomen, naar temporaal, waarbij ook informatie uit andere beelden
wordt aangewend. Bewegingsgecompenseerde technieken zijn complexer en
trachten ook in het geval van beweging nog rekening te houden met beelddata
uit vorige en volgende beelden [115, 143]. In het frequentiedomein komt dit
neer op een filter dat het basisspectrum tracht te bewaren door rekening te hou-
den met de grootte en de richting van de beweging (zie figuur 4.6). Essentieel
is uiteraard het maken van een nauwkeurige bewegingsestimatie [53,136,186].
Hartwig [57] toont zelfs aan dat een accuraatheid van de bewegingsvectoren
van een vierde van een beeldelement noodzakelijk is vooraleer we een redelijk
resultaat mogen verwachten. Het is dan ook niet mogelijk om grove bewe-
gingsvectoren, die in coderingstechnieken zoals MPEG-compressie voorko-




tt − 1 t C 1
Figuur 4.7: De eenvoudigste bewegingsdetector neemt het verschil #.x; y; t/ tussen
twee beeldelementen op dezelfde spatiale lokatie.
4.4 Bewegingsdetectie
In dit werk introduceren we een nieuwe bewegingsadaptieve herbemonste-
ringstechniek voor de omzetting van een beeldsequentie van een alternerend
naar een progressief videoformaat. We geven eerst een kort overzicht van
de belangrijkste bewegingsadaptieve technieken uit de literatuur en bespreken
vervolgens het principe dat aan de basis ligt van onze eigen bewegingsdetectie
en dat stoelt op de vaaglogische informatieverwerking.
In een alternerend videoformaat is bewegingsdetectie niet vanzelfspre-
kend. We kunnen immers tussen twee opeenvolgende halve beelden geen
beeldelementen vergelijken op dezelfde spatiale lokatie. De eenvoudigste be-
wegingsdetector, de eenpuntsdetector, neemt dan ook het verschil tussen een
vorig en een volgend half beeld
#.x; y; t/ D jgR.x; y; t C 1/− gR.x; y; t − 1/j
2
(4.14)
en vergelijkt het resultaat met een drempelwaarde (zie figuur 4.7). Merk op
dat we hier stilzwijgend de wegingsfactoren van de diracfuncties gebruiken.
De met formule (4.14) corresponderende transfertfunctie wordt gegeven door
jsin.2 ft/j. Deze functie is nul voor ft D 0, hetgeen overeenstemt met sta-
tische gebieden, maar ook op de temporale nyquistfrequentie ( ft D 0:5). Dit
betekent dat artefacten zoals flikkering, die niet het gevolg zijn van echte be-
weging, niet opgemerkt worden door de bewegingsdetector. Anderzijds zullen
ook kleine bewegende details, zoals de fijne verticale lijn uit figuur 4.8 niet
gedetecteerd worden [32].
De kwaliteit van een bewegingsdetector kan verhoogd worden door meer-
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x
y
tt − 1 t C 1
Figuur 4.8: De eenpuntsbewegingsdetector mist de bewegende verticale lijn.
dere eenpuntsdetectoren te combineren. Voorbeelden zijn de driepunts- en ze-
venpuntsdetectoren voorgesteld door Haavisto [56]. Deze bewegingsdetecto-
ren worden gegeven door
#3.x; y; t/ D max
(
#.x; y; t/; #.x; y − 1; t − 1/; #.x; y C 1; t − 1/ (4.15)
en
#7.x; y; t/ D max
(
#.x; y; t/; #.x; y − 1; t − 1/; #.x; y C 1; t − 1/;
#.x − 1; y − 1; t − 1/; #.x C 1; y − 1; t − 1/;
#.x − 1; y C 1; t − 1/; #.x C 1; y C 1; t − 1/: (4.16)
Het is belangrijk op te merken dat deze technieken in essentie de kwaliteit
van de bewegingsdetectie trachten te verbeteren door de spatiale en temporale
correlatie uit te buiten.
Een andere aanpak die door Roberts [117] werd voorgesteld aan het BBC
Research Department, houdt in dat een temporaal en spatiaal hoogdoorlaatfil-
ter tegenover elkaar worden afgewogen:
#R.x; y; t/ D #.x; y; t/
#.x; y; t/ C #S.x; y; t/ ; (4.17)
waarbij
#.x; y; t/ D jgR.x; y; t C 1/− gR.x; y; t − 1/j
2
;
#S.x; y; t/ D jgR.x; y − 1; t/− gR.x; y C 1; t/j2 :
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Toch komt men ook hier tot de slotsom dat de spatiale en temporale correlatie
best wordt uitgebuit door de resultaten van formule (4.17) eerst spatiaal uit te
middelen.
Wij wensen bewegingsdetectie aan te wenden om het resultaat van de her-
bemonstering te verbeteren. Zowel Prodan [111], Achiha [7] als Bock [24]
stellen voor om twee eenvoudige technieken te combineren m.b.v. een bewe-
gingsdetector. Zodoende bekomen we een samengestelde interpolatieformule
.x; y; t/ D γ .x; y; t/1.x; y; t/ C .1 − γ .x; y; t// 2.x; y; t/; (4.18)
waarbij de parameter γ .x; y; t/ een waarde kan aannemen tussen 0 en 1. Bij
weinig of geen beweging is de waarde van γ .x; y; t/ ongeveer 0 en wordt
gekozen voor de temporale interpolatiefunctie 2.x; y; t/. Indien er wel be-
weging is, wordt γ .x; y; t/ ongeveer 1 en wordt de voorkeur gegeven aan de
spatiale interpolatiefunctie 1.x; y; t/. Deze aanpak kan eenvoudig worden
uitgebreid voor kleur. De parameter γ .x; y; t/ wordt berekend aan de hand van
het luminantiesignaal, waarna de bewegingsadaptieve herbemonstering wordt
toegepast op het luminantiesignaal en de chrominantiesignalen.
Volledigheidshalve wensen we ook de technieken die gebaseerd zijn op de
mediaan en die impliciet bewegingsadaptief zijn, aan te halen omdat we deze
later ter vergelijking zullen gebruiken. De “driepuntsmediaan” berekent de
waarde van een ontbrekend beeldelement als:
g.x; y; t/ D med(gR.x; y − 1; t/; gR.x; y C 1; t/; gR.x; y; t − 1/: (4.19)
De onderliggende redenering is dat, in het geval van beweging, de correlatie
tussen de waarden van de beeldelementen uit het huidige beeld groot is. Daar-
door is de kans groot dat een waarde uit het huidige beeld wordt gekozen. Ook
op deze aanpak zijn verscheidene uitbreidingen voorgesteld [55, 69], die de
mediaan van meer dan drie waarden gebruiken. Ter informatie vermelden we
nog de negenpuntsmediaan:
g.x; y; t/ D med

gR.x − 1; y − 1; t/; gR.x; y − 1; t/; gR.x C 1; y − 1; t/;
gR.x − 1; y C 1; t/; gR.x; y C 1; t/; gR.x C 1; y C 1; t/;
gR.x; y; t − 1/; gR.x; y; t − 1/;
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4.5 Vaaglogische bewegingsdetectie
Het nadeel van een klassieke bewegingsdetector die meerdere eenpuntsdetec-
toren combineert, is dat de bewegingsdetector vaak teveel (valse) bewegingen
detecteert. Meestal wordt immers een maximumoperator gebruikt en aldus een
strenge keuze gemaakt. De vaaglogische informatieverwerking (Eng. fuzzy
logic) helpt ons om imperfecte kennis en onzekerheid over exacte drempel-
waarden te modelleren. Op die manier zal onze vaaglogische bewegingsde-
tector de informatie van verschillende klassieke eenpuntsbewegingsdetectoren
combineren op een meer geraffineerde wijze. De bewegingsdetector zal op-
gebouwd zijn volgens het principe van een vaaglogische regelaar. In het do-
mein van bewegingsdetectie is deze aanpak nieuw. Toch heeft de vaaglogica
zijn nut bewezen in andere succesvolle beeldverwerkingstechnieken [59], zo-
als b.v. randdetectie [92], ruisonderdrukking [73, 121] en het controleren van
de compressieverhouding bij MPEG-video [144].
Vooraleer we onze vaaglogische bewegingsdetector introduceren, stellen
we enkele basisconcepten uit de vaaglogische informatieverwerking voor.
4.5.1 Basisconcepten vaaglogische informatieverwerking
Essentieel in de vaaglogica [72], is het uitbreiden van de klassieke verzamelin-
genleer, waar een element al dan niet deel uitmaakt van een verzameling, naar
een vage verzameling F . De vage verzameling F in een ruimte U wordt geka-
rakteriseerd door de lidmaatschapsfunctie F die een waarde uit het interval
[0; 1] aanneemt:
F : U ! [0; 1]; u 7! F .u/: (4.21)
Een vaaglogisch singleton wordt dan gegeven door
F0 : U ! [0; 1]; u 7! F0.u/ D

1; u D u0
0; elders: (4.22)
De klassieke doorsnede en unie van verzamelingen hebben ook hun vaaglogi-
sche tegenhangers. Een vage doorsnede van twee vage verzamelingen A en B
wordt gegeven door
A \ B : U ! [0; 1]; u 7! A.u/ ^ B.u/; (4.23)
waarbij de ^-operator een vage conjunctie voorstelt (ook triangulaire norm
genaamd). Mogelijke keuzes voor deze operator worden weergegeven in ta-
bel 4.2. Een vage unie van A en B wordt dan gegeven door
A [ B : U ! [0; 1]; u 7! A.u/ _ B.u/; (4.24)
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Tabel 4.2: Enkele vaak gebruikte vaaglogische conjunctie-operatoren.
vage conjunctie x ^ y
minimum min.x; y/
algebraı¨sch product xy




x; y D 1
y; x D 1
0; x; y < 1
Tabel 4.3: Enkele vaak gebruikte vaaglogische disjunctie-operatoren.
vage disjunctie x _ y
maximum max.x; y/
algebraı¨sche som x C y − xy




x; y D 0
y; x D 0
1; x; y > 0
waarbij de _-operator een vage disjunctie voorstelt (of triangulaire conorm ge-
naamd). Mogelijke keuzes voor deze operator worden weergeven in tabel 4.3).
Een vaaglogische relatie R van U naar V kunnen we uitdrukken als een
vage verzameling in U  V :
R : U  V ! [0; 1]; .u; v/ 7! R.u; v/: (4.25)
In het algemeen formuleert een conditionele regel “ALS antecedent DAN
consequent” in het antecedent de noodzakelijke voorwaarde opdat het conse-
quent geactiveerd wordt. Een vage controleregel “ALS x is F DAN y is G”
wordt voorgesteld door een vaaglogische relatie m.b.v. een vage implicatie-
functie I:
R : U  V ! [0; 1]; .u; v/ 7! R.u; v/ D I.F .u/; G.v//:(4.26)
Verschillende keuzes voor de implicatiefunctie zijn mogelijk. Bijvoorbeeld
Mamdani’s minimum en Larsens product (zie tabel 4.4) worden vaak gebruikt
door vaaglogische regelaars. Merk op dat deze in de limiet niet overeenstem-
men met de scherpe implicatie uit de klassieke logica, waarbij een onwaar
antecedent een willekeurig consequent tot gevolg kan hebben. Mamdani’s en
Larsens implicatiefunctie verminderen echter de invloed van de regel wanneer
de waarheidswaarde van het antecedent afneemt.
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Tabel 4.4: Enkele vaak gebruikte vaaglogische implicatiefuncties.
vage implicatiefunctie I
Mamdani I.x; y/ D min.x; y/
Larsen I.x; y/ D xy
Regels worden geactiveerd door een inferentiemechanisme. In een vaag-
logische regelaar wordt meestal een eenvoudiger vorm van inferentie gebruikt
dan in een uitgebouwd expertsysteem. Een vaaglogische regelaar is gebaseerd
op een voorwaarts inferentiemechanisme met e´e´n niveau. Bij een expertsys-
teem daarentegen kan het resultaat van een regel opnieuw andere regels acti-
veren. Het inferentiemechanisme is gebaseerd op een veralgemening van de
modus ponens uit de logica:
premisse 1: x is F 0
premisse 2: ALS x is F DAN y is G
consequent: y is G 0
(4.27)
Een compositieregel combineert de eerste met de tweede premisse. Vaak ge-
bruikt men volgende regel:
G 0 D F 0  R : V ! [0; 1]; v 7! G 0.v/ D sup
u
.R.u; v/ ^ F 0.u//: (4.28)
In het geval van trapezoı¨dale lidmaatschapsfuncties, zoals wij die later zullen
gebruiken (zie figuur 4.9), kunnen we het supremum evengoed vervangen door
het maximum. Daarnaast gebruiken we een conjunctie-operator uit tabel 4.2.
Ook samengestelde antecedenten kunnen worden gebruikt. Bijvoorbeeld
“x1 is F1 en x2 is F2” wordt geı¨mplementeerd door een vage conjunctie:
F1^F2.u1; u2/ D F1.u1/ ^ F2.u2/: (4.29)
We beschikken nu over het nodige basismateriaal om een vaaglogische re-
gelaar voor te stellen [33, 84]. Zulke regelaar bevat drie belangrijke stappen:
fuzzificatie (het omzetten van de inputs in lidmaatschapsgraden van vage ver-
zamelingen), het toepassen van een regelset en de defuzzificatie (het bepalen
van een nuttige outputwaarde). Een regelset voor een MISO-systeem (Eng.
Multiple-Input-Single-Output) kunnen we als volgt karakteriseren:
R1 : ALS x1 is A1;1 ^ : : : ^ xn is A1;n DAN z is C1
R2 : ALS x1 is A2;1 ^ : : : ^ xn is A2;n DAN z is C2
: : :
Rm : ALS x1 is Am;1 ^ : : : ^ xn is Am;n DAN z is Cn: (4.30)











Figuur 4.9: De lidmaatschapsfuncties van de vage verzamelingen KLEIN en
GROOT. Het universum is het interval van mogelijke waarden van de verschilsig-
nalen.
In deze canonische vorm bevatten de antecedenten enkel een conjunctie-
operator. Indien meerdere regels hetzelfde consequent bevatten, worden deze
resultaten gecombineerd m.b.v. een vage disjunctie-operator. Voor elk van de
regels wordt aldus een waarheidswaarde bekomen, in de vaaglogica een plau-
sibiliteit genoemd, omdat deze, in tegenstelling tot een probabiliteit, niet ge-
normeerd is. De defuzzificatie tenslotte is het invers proces van de fuzzificatie:
de plausibiliteiten van de consequenten van de verschillende regels worden
gecombineerd tot een zinvol resultaat (b.v. e´e´n enkele scalaire grootheid) als
output.
4.5.2 Een vaaglogische regelaar als bewegingsdetector
Net als de meerpuntsbewegingsdetectoren combineert de vaaglogische detec-
tor, zij het op een meer geraffineerde manier, verscheidene exemplaren van het
verschilsignaal #.x; y; t/.
Rond een beeldelement dat we wensen te bepalen op een onbekende lijn,
gebruiken we de 2K C 1 (K 2 N) verschilsignalen:
#.x − i; y; t/; −K  i  K : (4.31)
In de eerste stap, de fuzzificatie, worden hun lidmaatschapsgraden berekend
ten opzichte van twee eenvoudige vage verzamelingen: KLEIN en GROOT.
Figuur 4.9 toont de trapezoı¨dale en complementaire lidmaatschapsfuncties die
vaak worden gebruikt in de vaaglogica, en die ook wij zullen aanwenden.
De kern van de vaaglogische regelaar is de regelset. In ons geval zijn de
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regels minder algemeen, in die zin dat het consequent een waarde geeft aan
een vaag singleton. Beschouw ter illustratie de volgende situatie:
• een inputwaarde x0,
• een vage verzameling F gekenmerkt door een lidmaatschapsfunctie F ,
• een lidmaatschapsfunctie corresponderend met: Y .true/ D 0,
Y .false/ D 1,
• een regel “ALS x is F DAN y is false”.
De waarde van de uitspraken en “y is true” en “y is false”, die we noteren
als de plausibiliteit Y .y/, bekomen we dan door toepassing van de voorheen
geı¨ntroduceerde regels:
Y .true/ D sup
x
.R.x; true/ ^ X 0.x//
D sup
x
.I.F .x/; Y .true// ^ X 0.x//
D I.F .x0/; Y .true//
D 0; (4.32)
Y .false/ D sup
x
.R.x; false/ ^ X 0.x//
D sup
x
.I.F .x/; Y .false// ^ X 0.x//
D I.F .x0/; Y .false//
D F .x0/: (4.33)
Deze resultaten gelden zowel voor Mamdani’s minimum-operator als Larsens
product-operator.
Tabel 4.5 toont de regelset. Elke regel heeft als resultaat of er beweging
is (M.x; y; t/ D true) of niet (M.x; y; t/ D false). We bespreken nu kort de
grondgedachten van elk van deze regels.
1. De eerste regel stelt dat wanneer elk verschilsignaal #.x; y; t/ als klein
kan worden beschouwd (op een vaaglogische manier), er geen bewe-
ging is. Het antecedent maakt gebruik van de vaaglogische verzameling
KLEIN.
2. De tweede regel is bedoeld om in de buurt van een bewegend object, de
verschilsignalen die slechts optreden langs e´e´n zijde (in de horizontale
richting), niet als een indicatie voor beweging in te schatten.
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iD−K #.x C i; y; t/ D KLEIN M.x; y; t/ D false
2 .
VK
iD0 #.x C i; y; t/ D KLEIN/ ^
.
W−1
iD−K #.x C i; y; t/ D GROOT/ M.x; y; t/ D false
3 .
V0
iD−K #.x C i; y; t/ D KLEIN/ ^
.
WK
iD1 #.x C i; y; t/ D GROOT/ M.x; y; t/ D false
4 .
WK
iD0 #.x C i; y; t/ D GROOT/ ^
.
W0
iD−K #.x C i; y; t/ D GROOT/ M.x; y; t/ D true
3. De derde regel is identiek aan de tweede, maar voor de andere zijde.
4. De vierde regel tenslotte houdt in dat er beweging is, wanneer er zich
aan beide zijden een groot verschilsignaal voordoet.
In het totaal gebruiken de regels dus 2K C 1 verschilsignalen. We kunnen de
regelset ook in canonische vorm schrijven waarbij de antecedenten enkel een
conjunctie-operator benutten. Dit maakt de betekenis van de regels makke-
lijker interpreteerbaar en het is bovendien vereist voor sommige software- en
hardware-implementaties [84]. We kunnen deze omzetting bekomen door de
antecedenten uit te werken m.b.v. de distributiviteitseigenschap.1 In tabel 4.6
doen we dit voor het geval K D 2. De eerste regel bevindt zich reeds in ca-
nonische vorm. De tweede en derde regel geven elk aanleiding tot K regels,
terwijl de vierde regel K 2 C1 regels induceert. In totaal bekomen we aldus een
canonische regelset van 1 C 2K C K 2 C 1 D .K C 1/2 C 1 regels. Voor de dui-
delijkheid gebruiken we een notatie voor de antecedenten, waarbij elk hokje
een evaluatie van een verschilsignaal voorstelt. De symbolen ‘S’ en ‘L’ staan
voor “KLEIN” en “GROOT”, terwijl ‘X ’ betekent dat er met het corresponde-
rend verschilsignaal geen rekening dient gehouden te worden. Bijvoorbeeld,
het antecedent
X L X X L (4.34)
van de vierde regel betekent “ALS #.x−1; y; t/ D GROOT ^ #.xC2; y; t/ D
GROOT, DAN M.x; y; t/ D true”. Figuur 4.10 illustreert hoe men vaak de
evaluatie van deze regel voorstelt in de vaaglogica.
1Deze eigenschap geldt voor de maximum- en minimumimplementaties van de vaaglogische
disjunctie- en conjunctieoperatoren. Voor de overige implementaties gelden zwakke of geen
distributiviteitswetten [72].
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Tabel 4.6: De canonische regelset voor K D 2.
regel antecedent consequent
1 S S S S S M.x; y; t/ D false
2 L X S S S
X L S S S M.x; y; t/ D false
3 S S S L X
S S S X L M.x; y; t/ D false
4 L X X L X
L X X X L
X L X L X
X L X X L




#.x − 1; y; t/ #.x C 2; y; t/
^ M.x; y; t/
truefalse
Figuur 4.10: De vaaglogische regel met het antecedent uit formule (4.34) kan wor-
den voorgesteld door beide lidmaatschapsgraden te combineren en toe te kennen aan
M.x; y; t/.
De laatste stap van de vaaglogische bewegingsdetector is de defuzzificatie,
waarbij het de bedoeling is e´e´n enkel getal te bekomen dat de indicatie is voor
beweging. Net als de meerpuntsdetectoren uit formules (4.15) en (4.16), willen
we dat onze bewegingsdetector rekening houdt met de resultaten uit het vorige
beeld. We combineren dan ook de vertraagde versies tot M 0.x; y; t/
.M 0.x; y; t/ D false/ D .M.x; y − 1; t − 1/ D false/ _
.M.x; y C 1; t − 1/ D false/; (4.35)
.M 0.x; y; t/ D true/ D .M.x; y − 1; t − 1/ D true/ _
.M.x; y C 1; t − 1/ D true/: (4.36)
Merk op dat dit neerkomt op het impliciet uitbreiden van de regelset. De uit-
eindelijke plausibiliteit voor de uitspraken “er is beweging” en “er is geen be-
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weging” wordt
M.x;y;t/.true/ D .M.x; y; t/ D true _ M 0.x; y; t/ D true/
M.x;y;t/.false/ D .M.x; y; t/ D false ^ M 0.x; y; t/ D false/:
De numerieke waarde uit het interval [0; 1] die de kans op beweging aangeeft
wordt tenslotte gegeven door
γ .x; y; t/ D M.x;y;t/.true/
M.x;y;t/.true/C M.x;y;t/.false/ : (4.37)
Deze defuzzificatiemethode stemt overeen met het vaaglogisch gemiddelde
(Eng. fuzzy mean), dat wegens zijn efficie¨ntie vaak gebruikt wordt in vaag-
logische regelaars [179].
4.6 Bewegingsadaptieve herbemonstering
We zullen nu de vaaglogische bewegingsdetector aanwenden, om een beeld-
sequentie van het alternerend naar het progressief videoformaat om te zetten.
Net als andere onderzoekers [7, 24, 111] stellen we voor om als functie van
wat de bewegingsdetector aangeeft, een spatiale en temporale interpolatietech-
niek te combineren. Een vaak voorkomende keuze is temporale dichtste-buur-
interpolatie (voor de statische gebieden) en spatiale lineaire interpolatie (voor
de bewegende gebieden), zodat de waarden van de ontbrekende lijnen kunnen
berekend worden met
g.x; y; t/ D .1 − γ .x; y; t// gR.x; y; t − 1/
C γ .x; y; t/gR.x; y − 1; t/ C gR.x; y C 1; t/
2
: (4.38)
Prodan [111] toont aan hoe de frequentiekarakteristiek van het gecombineerde
interpolatiefilter wijzigt, naarmate de wegingsfactor γ .x; y; t/ wijzigt. In het
geval dat de bewegingsdetector correct de aanwezigheid van beweging inschat,
worden de ongewenste replica’s in het frequentiedomein verwijderd of onder-
drukt.
Voor kleur wordt vaak de YUV-kleurenruimte gebruikt die een kleur ka-
rakteriseert aan de hand van e´e´n luminantie- (Y) en twee chrominantiesignalen
(U en V). Naar het voorbeeld van de meeste andere technieken doet ook bij ons
het luminantiesignaal dienst als ingangssignaal voor de bewegingsdetector en
passen we de gekozen herbemonsteringstechniek daarna toe op beide chromi-
nantiesignalen.
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4.6.1 Optimum
De twee interpolatietechnieken, waaruit formule (4.38) is opgebouwd, zijn vrij
eenvoudig. Een belangrijke vraag die we ons daarom vooraf stellen (en die
niet beantwoord wordt in de vakliteratuur) is het potentieel van deze gecombi-
neerde herbemonsteringstechniek. We zoeken dan ook eerst uit wat de theore-
tisch maximaal haalbare performantie van deze aanpak is. Uit ons onderzoek
zal blijken dat het optimum hoog is, zelfs voor beeldsequenties met relatief
veel beweging.
Stel dat we beschikken over een originele beeldsequentie gpro.x; y; t/ in
progressief videoformaat, die we alternerend maken door onderbemonstering
naar het rooster R. Interpolatie op de ontbrekende lijnen gebeurt dan m.b.v.
g.x; y; t/ D .1 − γ .x; y; t// gT .x; y; t/ C γ .x; y; t/gS.x; y; t/; (4.39)
waarbij gT .x; y; t/ en gS.x; y; t/ respectievelijk de resultaten m.b.v. de tem-
porale en spatiale interpolatietechniek voorstellen:
gT .x; y; t/ D gR.x; y; t − 1/;
gS.x; y; t/ D gR.x; y − 1; t/C gR.x; y C 1; t/2 :
We zoeken nu de optimale waarde γopt.x; y; t/, zodanig dat de kwadrati-
sche fout tussen de herbemonsterde versie g.x; y; t/ en de originele versie
gpro.x; y; t/ minimaal wordt:





.1 − γ .x; y; t//gT .x; y; t/
C γ .x; y; t/gS.x; y; t/ − gpro.x; y; t/
2
:
We kunnen de optimale waarde γopt.x; y; t/ bekomen door het rechterlid af te
leiden naar γ .x; y; t/ en gelijk te stellen aan nul. Aldus bekomen we
γopt.x; y; t/ D gpro.x; y; t/− gT .x; y; t/gS.x; y; t/ − gT .x; y; t/ ; (4.40)
waarbij we γopt.x; y; t/ beperken tot het interval [0; 1], omdat dit ook het be-
reik is van een “echte” bewegingsdetector.
Om de fout tussen een originele en herbemonsterde beeldsequentie te
kwantificeren, wordt vaak de gemiddelde kwadratische fout (MSE, Eng. Mean-
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waarbij we sommeren over alle beeldpunten op het progressieve rooster QR en
Mx , My en Mt het totaal aantal waarden in de horizontale, verticale en tempo-
rale dimensie zijn. Daarnaast wordt ook geregeld de afgeleide pieksignaalruis-
verhouding (PSNR, Eng. Peak-Signal-to-Noise-Ratio) gebruikt:






waarbij L de maximale waarde van het luminantiesignaal voorstelt.
4.6.2 Resultaten
We zullen de resultaten van de verschillende herbemonsteringstechnieken voor
het omzetten van een beeldsequentie naar progressief videoformaat bespreken
aan de hand van verschillende testsequenties. Figuur 4.11 toont de zes testse-
quenties met een representatief beeld. Elk van deze sequenties is progressief,
hetgeen toelaat om de foutmaat te berekenen na onderbemonstering en herbe-
monstering. Naast een kwantitatieve evaluatie zullen we ook trachten enkele
kwalitatieve resultaten te tonen. Het is van belang om de verschillende technie-
ken afzonderlijk te evalueren voor gebieden met en zonder beweging, omdat
in beide gevallen het gedrag totaal anders is. Hiertoe beschouwen we twee
fragmenten uit de testsequentie “salesman” (zie figuur 4.12).
De vaaglogische bewegingsdetector heeft drie belangrijke parameters: het
aantal verschilsignalen waarmee rekening wordt gehouden (afhankelijk van K )
en de parameters a en b die de vorm van de lidmaatschapsfuncties KLEIN en
GROOT bepalen. Figuur 4.13 toont de MSE van het fragment met veel bewe-
ging voor verschillende waarden van K , a en b. Het is logisch dat al te grote
waarden van a en b de fout vergroten door het introduceren van spookartefac-
ten. Anderzijds blijkt er zich een optimale waarde te bevinden voor a D 1 a` 2
en b D 5 a` 6, wat betekent dat het verschillend maken van a en b (en aldus het
introduceren van een “vaag” gebied in de lidmaatschapsfuncties) een positieve
invloed heeft op het resultaat. Door meer verschilsignalen te laten bijdragen
tot de bewegingsdetector (en dus K te vergroten), wordt de spreiding van de
foutmaat kleiner over het bereik van a en b dat we hebben onderzocht. De
bewegingsdetector wordt dus robuuster, doordat de spatiale en temporale cor-
relatie meer wordt uitgebuit. Figuur 4.14 geeft een heel ander resultaat voor de
MSE van het statische fragment. De fout vermindert alleen maar voor hogere
waarden van a en b. Zeker de keuze a  1 lijkt noodzakelijk: de aanwezigheid
van ruis wordt anders verkeerdelijk geı¨nterpreteerd als beweging door kleine
verschilsignalen. Zoals figuur 4.15 toont, krijgen we voor de testsequentie
in zijn geheel een fout die het evenwicht houdt tussen de hoeveelheid bewe-
gende en statische beeldfragmenten. De “optimale” waarden voor a en b, die
166 Herbemonstering van beeldsequenties
een minimale MSE voor de totale beeldsequentie opleveren, scoren kwalitatief
ruim onvoldoende. Dit zorgt bij de meeste testsequenties immers voor te hoge
waarden van a en b, zodat er veel bewegingsartefacten (zoals spookartefacten)
optreden.
Als compromis tussen robuustheid en computationele complexiteit kiezen
we vanaf nu voor K D 2. Vervolgens onderzoeken we het gebruik van andere
implementaties voor de vaaglogische conjunctie- en disjunctieoperatoren. Fi-
guur 4.16 toont de resultaten van de andere implementaties (in vergelijking
met figuur 4.13 (b)). Het algebraı¨sch product/som presteren iets minder goed
voor kleine waarden van a en iets beter voor hoge waarden van b. Het gebon-
den en drastisch product/som scoren minder goed, in het bijzonder voor lage
waarden van a. Deze resultaten tonen aan dat het minimum en maximum een
goede keuze zijn voor de vaaglogische conjunctie en disjunctie, die bovendien
eenvoudig geı¨mplementeerd kunnen worden in zowel soft- als hardware.
We vergelijken nu de resultaten van de bewegingsadaptieve herbemonste-
ringstechniek m.b.v. de vaaglogische bewegingsdetector met andere methoden
voor de verschillende testsequenties. Wij geven eerst een kort overzicht van de
methoden die we hebben geı¨mplementeerd:
• Spatiale dichtste-buur-interpolatie (Eng. line-replication). Dupliceert
eenvoudigweg de vorige lijn.
• Spatiale lineaire interpolatie (Eng. line-averaging). Berekent de ontbre-
kende lijn als het gemiddelde van de vorige en de volgende.
• Temporale dichtste-buur-interpolatie (Eng. field-replication). Dupliceert
de lijn uit het vorige halve beeld. Deze en de vorige techniek worden
vaak gebruikt voor televisiecaptatiekaarten.
• De driepuntsmediaan (Eng. 3-taps median) volgens formule (4.19).
• De negenpuntsmediaan (Eng. 9-taps median) volgens formule (4.20).
• Roberts’ methode volgens formule (4.17). Daarnaast hebben we ook een
meer geavanceerde versie geı¨mplementeerd [117] die de verschillende
termen een additionele wegingsfactor geeft.
• ELA (Eng. edge-based line-averaging) is een niet-lineaire spatiale inter-
polatietechniek die rekening tracht te houden met de randen [80].
• Bewegingsadaptieve interpolatie m.b.v. de driepuntsbewegingsdetector
(volgens formule (4.15)).
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• Bewegingsadaptieve interpolatie m.b.v. de zevenpuntsbewegingsdetec-
tor (volgens formule (4.16)).
• Bewegingsadaptieve interpolatie m.b.v. de vaaglogische bewegingsde-
tector.
Tabel 4.7 toont de MSE-waarden voor elk van deze methoden en testsequen-
ties. Op basis van deze resultaten kunnen we numeriek de beste technieken be-
palen: de methoden van Roberts en de bewegingsadaptieve technieken (m.b.v.
de driepunts-, zevenpunts- en vaaglogische bewegingsdetector). Op kwalita-
tief vlak presteert de vaaglogische methode echter beter dan de andere metho-
den. Dit wordt trouwens duidelijk wanneer we de fout per beeld laten zien.
Figuur 4.17 toont de MSE voor de eerste 70 beelden van de testsequentie “su-
zie”. Wanneer er veel beweging optreedt (beelden 40 tot 60), presteert het
vaaglogisch algoritme zeer goed, terwijl de andere algoritmen lijden onder de
bewegingsartefacten. In een fragment met minder beweging (beelden 1 tot
40) is de prestatie van de vaaglogische interpolatie beter dan de interpolatie
m.b.v. de meerpuntsdetectoren en iets minder goed dan Roberts’ methoden.
Figuur 4.18 geeft een ander voorbeeld, waarbij er duidelijk bewegingsartefac-
ten optreden in een fragment uit de testsequentie “salesman”. De vaaglogische
techniek legt aldus de nodige “voorzichtigheid” aan de dag in gebieden met
(snelle) beweging, waardoor bewegingsartefacten minder snel optreden.
We kunnen voor elk van de testsequenties het optimum van de bewegings-
adaptieve interpolatietechniek berekenen. Hieruit blijkt dat er nog ruimte is
voor verbetering van bewegingsdetectoren. Merk op dat ook kwalitatief deze
“optimale” resultaten zeer goed zijn. Zelfs voor sequenties met heel veel be-
weging (zoals “foreman”) zijn bijzonder goede resultaten haalbaar: de MSE is























Tabel 4.7: Een overzicht van de resultaten (MSE) die we bekomen voor de verschillende testsequenties met de methoden voor het omzetten


























spatiale dichtste-buur-interpolatie 71.9 112 61.2 28.8 128 482
spatiale lineaire interpolatie 29.5 43.7 26.2 9.76 58.5 259
temporale dichtste-buur-interpolatie 40.2 101 73.5 29.9 27.2 11.0
driepuntsmediaan 67.3 112 61.0 29.3 128 482
negenpuntsmediaan 39.9 101 73.7 30.0 26.8 908
ELA 43.5 39.9 32.3 12.4 95.2 353
Roberts’ methode 14.1 32.2 23.5 7.67 10.3 8.07
Roberts’ methode (geavanceerd) 13.3 31.3 20.9 6.41 8.83 3.67
adaptief m.b.v. driepuntsbewegingsdetector 12.5 40.0 23.5 8.51 11.4 41.0
adaptief m.b.v. zevenpuntsbewegingsdetector 13.0 41.4 24.4 8.93 12.8 5.47
adaptief m.b.v. vaaglogische bewegingsdetector 11.9 31.6 20.8 7.61 8.93 8.19
optimum 6.03 10.8 8.82 2.57 3.28 1.51

























Figuur 4.11: De verschillende testsequenties met hun spatiale resolutie en het aantal
beelden.
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Figuur 4.12: De rechthoekige gebieden .120; 90/ ! .200; 210/ (beelden 34 tot 44)
en .270; 225/ ! .350; 285/ (beelden 10 tot 20) uit de testsequentie “salesman” be-
vatten respectievelijk veel en weinig beweging.
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Figuur 4.13: Het fragment uit de testsequentie “salesman” met veel beweging: de
MSE voor verschillende waarden van de parameters a, b en (a) K D 1, (b) K D 2,
(c) K D 3.
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Figuur 4.14: Het statische fragment uit de testsequentie “salesman”: de MSE voor
verschillende waarden van de parameters a, b en (a) K D 1, (b) K D 2, (c) K D 3.
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Figuur 4.15: De testsequentie “salesman” in zijn geheel: de MSE voor verschillende
waarden van de parameters a, b en (a) K D 1, (b) K D 2, (c) K D 3.
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Figuur 4.16: Het fragment uit de testsequentie “salesman” met veel beweging: de
MSE voor andere implementaties voor de vaaglogische conjunctie- en disjunctie-
operatoren: (a) algebraı¨sch product/som, (b) gebonden product/som, (c) drastisch pro-
duct/som.



















Figuur 4.17: MSE voor de testsequentie “suzie” als functie van het beeldnummer.
Merk op dat de techniek met de vaaglogische bewegingsdetector het goed doet in
fragmenten met weinig beweging (de eerste 40 beelden), maar verder ook weinig be-
wegingsartefacten introduceert bij veel beweging (beelden 40-60).
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(a) (b) (c)
(d) (e)
Figuur 4.18: Een beeld van het fragment uit de testsequentie “salesman” met veel be-
weging. (a) Driepuntsdetector. (b) Zevenpuntsdetector. (c) Roberts’ methode. (d) Ro-
berts’ methode (geavanceerd). (e) Vaaglogische methode. De MSE voor het fragment
zijn respectievelijk 27.04, 21.39, 47.24, 52.59 en 16.38.
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4.6.3 Evaluatie in ware tijd
In het kader van een samenwerking met de industrie¨le partner BARCO werd de
vaaglogische bewegingsdetector geı¨mplementeerd in een hardwareprototype
dat gebruik maakt van generische componenten zoals FPGAs (Eng. Field Pro-
grammable Gate Array). Deze implementatie toont de haalbaarheid van een
implementatie in hardware aan en laat toe om het algoritme ook in ware tijd te
evalueren.
Voor natuurlijke beeldsequenties, zoals b.v. televisiebeelden, zijn de re-
sultaten overtuigend en beter dan andere methoden die eveneens in hardware
werden geı¨mplementeerd. Ook eenvoudige synthetische beelden, zoals stil-
staande tekst (b.v. voetbaluitslagen of teletekst), worden goed omgezet naar
het progressieve videoformaat. Het algoritme scoort echter niet goed voor syn-
thetische beeldsequenties met (zeer) fijne details die op een periodieke manier
bewegen. We illustreren dit m.b.v. een vereenvoudigd voorbeeld in figuur 4.19.
De sinusoı¨dale curve schuift elk beeld een kwart van zijn periode naar rechts.
De situatie voor een vaste spatiale lokatie in het beeld wordt aangegeven door
de cirkeltjes. Onderaan krijgen we een indruk van hetgeen de bewegingsde-
tector in die omgeving waarneemt. Door de periodieke aard van de beweging
is het onmogelijk te zeggen of het hier al dan niet om beweging gaat. Aange-
zien de vaaglogische bewegingsdetector in dit geval geen beweging detecteert,
zal er verkeerdelijk voor temporale interpolatie gekozen worden die storende
spookartefacten zal veroorzaken. Ook andere technieken, zoals Roberts’ me-
thode en de meerpuntsbewegingsdetectoren kennen dit probleem. De spatiale
en de mediaanmethoden echter niet.
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Figuur 4.19: De sinusoı¨dale curve (bovenaan) schuift elk beeld een kwart van zijn
periode naar rechts. We beschouwen steeds dezelfde spatiale lokatie aangeduid in de
afzonderlijke beelden. Onderaan stellen we deze lokale situatie voor. Op basis van de
verschilsignalen, die allen nul zijn, is het onmogelijk om de beweging te detecteren.
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4.7 Automatische aanpassing aan het ruisniveau
De resultaten die we tot nog toe besproken hebben, maken duidelijk dat een
gepaste instelling van de parameters a en b noodzakelijk is voor de goede wer-
king van de vaaglogische bewegingsdetector. De testsequenties zijn allen van
dezelfde aard en bevatten zeer weinig ruis, waardoor de instelling van deze pa-
rameters voor elk van hen gelijk kan gekozen worden. In de praktijk is het ech-
ter mogelijk dat er hogere ruisniveaus optreden. Zowel tijdens de captatie, de
verwerking als de transmissie van beeldsequenties kan er ruis geı¨ntroduceerd
worden [139]. Omwille van zijn eenvoud wordt het model van additieve gaus-
siaanse ruis vaak gebruikt [62, 65, 139]. We stellen een aanpak voor om de
parameters a en b automatisch in te stellen, als functie van de geschatte ruis-
inhoud.
De grondgedachte van de methode die we voorstellen, is vrij eenvoudig.
We schatten de standaardafwijking van de ruis door gebruik te maken van de
hypothese, dat een percentage p van het beeld bestaat uit homogene gebieden.
We gebruiken in wat volgt het luminantiesignaal, dat we onderstellen in het
interval [0; 1].
1. Allereerst verdelen we het beeld in niet-overlappende blokken Bi die elk
M1  M2 beeldelementen bevatten.
2. Binnen elk blok Bi berekenen we de standaardafwijking Bi .
3. Vervolgens stellen we een histogram op van deze standaardafwijkingen.
4. We gebruiken nu de hypothese die stelt dat een percentage p van de
blokken behoort tot homogene gebieden in het beeld. Met behulp van
het histogram kunnen we de standaardafwijking  bepalen, zodat een
percentage p van de blokken homogener is (hetgeen wil zeggen met een
lagere standaardafwijking dan  ). Deze waarde is onze schatting voor
de standaardafwijking van de ruis.
Indien we deze methode wensen te gebruiken voor elk beeld uit een beeld-
sequentie, vraagt vooral het berekenen van de standaardafwijking per blok
vrij veel rekentijd. Een mogelijke vereenvoudiging die we voorstellen, is om
de standaardafwijking te vervangen door de heterogeniteit. De heterogeniteit







In tegenstelling tot de standaardafwijking, kan de heterogeniteit veel gemakke-
lijker berekend worden. Een belangrijk nadeel van de heterogeniteit is wel dat
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deze statistisch minder robust is. Een grote afwijking van de waarde van e´e´n
enkel beeldelement zal een sterke invloed hebben. Voor sommige ruistypes,
zoals b.v. impulsruis, biedt deze aanpak daarom geen oplossing.
Het verband tussen de heterogeniteit en de standaardafwijking is eenvou-
dig af te leiden. Beschouwen we de waarden binnen een blok als exemplaren
van eenzelfde toevalsproces. Indien de standaardafwijking van de probabi-
liteitsverdeling wordt aangepast, herschaalt de probabiliteitsdichtheidsfunctie
analoog. Ook het maximum en het minimum zal dus geschaald worden met
dezelfde factor, waardoor er een lineair verband bestaat tussen de heterogeni-
teit en de standaardafwijking:
 D M1M2 h: (4.44)
De factor M1M2 is afhankelijk van de blokgrootte en het ruismodel. Deze fac-
tor kan empirisch bepaald worden door een groot aantal synthetische blokken
te genereren, waaraan we zelf synthetisch gegenereerde ruis toevoegen met
een gekende distributie en standaardafwijking. Het bepalen van de heteroge-
niteit toont het lineair verband met de standaardafwijking. Figuur 4.20 geeft
het resultaat dat we verkrijgen voor een blokgrootte van 99 en verschillende
probabiliteitsdichtheidsfuncties.
Een eerste experiment bestaat erin de voorgestelde methode uit te testen
op de originele testsequenties. Rekening houdend met het alternerend video-
formaat, kiezen we voor een blokgrootte van 8  4. Daarnaast gebruiken we
de hypothese dat 10% van deze blokken afkomstig zijn uit homogene gebie-
den. De afwijking tussen de opeenvolgende schattingen van de ruisinhoud in
de beelden van de beeldsequenties blijkt klein te zijn. Daardoor kunnen we
aan de hand van de vorige resultaten, die ons de gepaste waarden voor a en b
opleveren, de volgende vuistregel afleiden voor de keuze van a en b als functie
van  :
a D ; b D 3: (4.45)
Figuur 4.21 (a) toont als voorbeeld het verloop van de schatting van de stan-
daardafwijking van de ruis als functie van het beeldnummer voor “salesman”.
De enige uitzondering waarvoor de variaties op de geschatte ruisinhoud groter
zijn, is de beeldsequentie “foreman”, hetgeen wordt getoond in figuur 4.21 (b).
Op het einde van de beeldsequentie is er duidelijk een sterke variatie op de ge-
schatte ruisinhoud. We kunnen deze als volgt verklaren. De lage waarden rond
het beeldnummer 300 treden op tijdens een sterke beweging van de camera.
De bewegingsvervaging die hierdoor optreedt, veroorzaakt meer homogeniteit
in de beelden en leidt aldus tot een lagere schatting van de heterogeniteit. De
hogere waarden rond het beeldnummer 350 daarentegen, treden op, omdat de























Figuur 4.20: Het verband tussen de heterogeniteit h en de standaardafwijking  in
het geval van gaussiaanse, laplaciaanse en uniforme ruis is lineair. De foutbalken
duiden op de nauwkeurigheid van deze schatting (m.n. de standaardafwijking). De
blokgrootte is 9  9.
camera tot rust komt en de spatiale details scherp in beeld komen, waardoor de
beelden minder homogeen zijn. Het uiteindelijke resultaat van de bewegings-
adaptieve herbemonsteringstechniek stellen we voor in figuur 4.22 onder de
vorm van de kwadratische fout als functie van het beeldnummer. Voor beeld-
sequenties, zoals “salesman”, is er nauwelijks een verschil. Voor de beeld-
sequentie “foreman” merken we vooral een verbetering op het einde van de
beeldsequentie.
In een tweede experiment voegen we zelf ruis toe aan de beeldsequenties.
We degraderen het luminantiesignaal van elk beeld met gaussiaans en onafhan-
kelijk verdeelde ruis met standaardafwijking  D 2:5 en  D 5:5. Figuur 4.23
toont hoe de heterogeniteit stijgt als functie van de toegevoegde ruis. Het is
echter moeilijk om deze resultaten kwantitatief voor te stellen, aangezien de
progressieve beeldsequentie met ruis geen doel op zich is. Merk op dat ook
de progressieve beeldsequentie zonder ruis geen doel op zich is, aangezien we
ons niet toespitsen op ruisreductie. Een subjectieve beoordeling van de beeld-
sequenties leert echter dat de bewegingsadaptieve herbemonsteringstechniek
zonder automatische aanpassing van de parameters a en b teveel aanleiding
geeft tot valse detectie van beweging. Hierdoor ontstaan, vooral in een sta-
tische achtergrond, vele flikkerartefacten. We kunnen dit illustreren door de
































Figuur 4.21: De schatting van de standaardafwijking  als functie van het beeldnum-















vaste parameters a, b













vaste parameters a, b
automatische aanpassing a, b
Figuur 4.22: De kwadratische fout van de bewegingsadaptieve herbemonsterings-
techniek als functie van het beeldnummer. (a) Testsequentie “salesman”. (b) Testse-
quentie“foreman”.
waarde γ .x; y; t/ van de bewegingsdetector voor te stellen voor e´e´n beeld. Fi-
guur 4.24 toont γ .x; y; t/ zonder en met automatische aanpassing van a en b.
Merk op dat γ .x; y; t/ enkel berekend wordt voor de ontbrekende lijnen van
het alternerend videoformaat. Tot slot merken we op dat deze resultaten kwa-
litatief een betere indruk maken dan de originele gedegradeerde progressieve
beeldsequenties. We kunnen dit verklaren vanuit de filterende werking van de
interpolatiefuncties, die een gedeelte van de toegevoegde ruis onderdrukt.
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gaussiaanse ruis  D 2:5
gaussiaanse ruis  D 5:5
Figuur 4.23: De schatting van de standaardafwijking  stijgt naarmate we meer ruis
aan de beeldsequentie toevoegen. (a) Testsequentie “salesman”. (b) Testsequentie
“foreman”.
(a) (b)
Figuur 4.24: De waarde γ .x; y; t/ van de bewegingsdetector voor beeldnummer 11
uit de testsequentie “salesman” bij gaussiaanse ruis met  D 2:5. (a) De waarden
van de parameters a en b zijn vast en optimaal voor de beeldsequentie zonder ruis.
(b) De automatische aanpassing stelt hogere waarden in voor a en b, hetgeen betere
resultaten oplevert.
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4.8 Conclusie
Het alternerend videoformaat is nog steeds alomtegenwoordig in de televisie-
wereld. Belangrijke nadelen zijn de visuele artefacten en de ongeschiktheid
voor reproductietechnieken die nood hebben aan een progressief beeld. Een
goede techniek voor het omzetten van een beeldsequentie van het alternerend
naar het progressief videoformaat kan hier een oplossing bieden. Een eerste
vaststelling van ons onderzoek is dat een eenvoudige bewegingsadaptieve her-
bemonsteringstechniek een groter potentieel heeft dan algemeen wordt aan-
genomen. De vaaglogische bewegingsdetector doet een poging de spatiale
en temporale correlatie die aanwezig is in een beeldsequenties uit te buiten
om een betrouwbare uitspraak te doen over de aanwezigheid van beweging.
Deze methode werd vergeleken met andere technieken en bleek zeer goed te
presteren. Een belangrijk voordeel van de vaaglogische techniek is de “voor-
zichtigheid” in gebieden met beweging waardoor bewegingsartefacten zelden
voorkomen. Dankzij de samenwerking met de industrie¨le partner BARCO was
het mogelijk om m.b.v. een prototype in hardware het algoritme te evalueren
in ware tijd. Naast de algemeen goede resultaten, traden er enkel problemen
op voor synthetische beeldsequenties met fijne details en periodieke beweging.
Tot slot hebben we een methode voorgesteld die toelaat om de parameters van




Een interessant bijproduct van dit werk is het gebruik van de discrete prolate
sferoı¨dale rijen (DPSS) voor het verstoren van beelden (Eng. scrambling). Ver-
storingsalgoritmen maken een beeld onherkenbaar en dienen voor het bescher-
men van het intellectueel eigendomsrecht (IPMP, Eng. intellectual property
management and protection) [45]. Deze algoritmen zijn encryptietechnieken
die gebruik maken van een sleutel [61,87,90,104]. Daarnaast zijn er ook tech-
nieken die een watermerk aanbrengen in de multimediale data [34, 135, 190].
De meeste technieken voor het verstoren van beelden zijn gebaseerd op
het wijzigen van de scanvolgorde, b.v. het permuteren van de beeldlijnen. Het
grote nadeel daarvan is echter dat het onmogelijk is te voorspellen in welke
mate de bandbreedte van het verstoorde beeld is gewijzigd. Wyner [191, 192]
heeft een interessante techniek voorgesteld die gebruik maakt van de DPSS
en die eendimensionale signalen (in het bijzonder spraak) verstoort, zonder de
bandbreedte van het signaal te laten toenemen. Door onze ervaring met de
meerdimensionale DPSS in de vorige hoofdstukken, kwamen we op het idee
deze techniek te veralgemenen voor beelden.
We geven eerst een kort overzicht van de klassieke verstoringsalgoritmen
voor beelden. Vervolgens leggen we gedetailleerd Wyners methode, alsook
de uitbreidingen naar twee dimensies, uit. Tot slot tonen we de resultaten
van enkele experimenten om de haalbaarheid van deze aanpak te bewijzen.
Mogelijke toepassingen zijn b.v. betaaltelevisie, beveiligde transmissie voor
videoconferentie, fax, medische en militaire toepassingen.
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5.2 Verstoringsalgoritmen
De eerste verstoringsalgoritmen voor beelden (en beeldsequenties, door toe-
passing op elk beeld afzonderlijk) waren vrij eenvoudig gezien de beperkte
mogelijkheden van de elektronica. Tot de eerste technieken behoort b.v. het
omkeren van een lijn uit het beeld, het omwisselen van delen uit een lijn, en-
zovoort. De komst van snellere en goedkopere VLSI (Eng. Very Large Scale
Integration) maakte het mogelijk om beelden op te slaan in een geheugen en er
digitaal bewerkingen op uit te voeren. Een techniek die nog steeds wordt ge-
bruikt door verscheidene betaaltelevisiezenders is Nagravision [78], die lijnen
permuteert. Het grootste nadeel van al deze technieken is hun gevoeligheid aan
zogenaamde “correlatieaanvallen”: de correlatie aanwezig in de meeste beel-
den laat toe om het oorspronkelijke beeld te reconstrueren [79]. Een meer ge-
avanceerde manier om de scanvolgorde aan te passen is voorgesteld door Ma-
tias [89] en wijzigt de scanvolgorde volgens een curve die het beeld volledig in
pseudo-randomvolgorde doorloopt (Eng. space-filling curve). Zeng [194] stelt
een andere aanpak voor die een beeldsequentie, gecomprimeerd m.b.v. MPEG,
verstoort door aanpassingen in de gecomprimeerde stroom.
5.2.1 Wyners methode voor eendimensionale signalen
De techniek van Wyner is ontwikkeld voor het verstoren van spraaksigna-
len [191, 192]. Hij merkte terecht op dat het gebruik van de DPSS toelaat om
een signaal te verstoren met een verwaarloosbare expansie van de bandbreedte.
Basisconcepten
We beschouwen een rij ree¨le getallen a.n/, −1 < n < 1, met als spectrum
Oa. f / D
X
n
a.n/ exp.− j2n f /: (5.1)
Dit spectrum is periodiek met periode 1 en wordt daarom enkel beschouwd
voor j f j  1=2. We zeggen in het bijzonder dat het spectrum bandgelimiteerd
is tot een frequentieband [−W;W ], 0  W  1=2, wanneer geldt dat Oa. f / D
0, voor W < j f j  1=2. Door middel van een bandlimiterende operator BW
kunnen we elk signaal in bandbreedte beperken met BW a waarbij
[BW a. f / D
 Oa. f /; j f j  W
0; j f j > W: (5.2)
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Deze operator laat ons toe de energieconcentratie van de rij a.n/ in de frequen-





We willen nu de rij a.n/ door middel van een lineaire orthonormale en inver-
teerbare transformatie omzetten in een verstoorde rij b.n/. Het voordeel van
een orthonormale transformatie is dat ze de afstand bewaart en dus additieve
ruis niet versterkt.
In het algemeen zal een orthonormale transformatie, zoals een permuta-
tie, nieuwe hoge-frequentiecomponenten introduceren in het spectrum van het
verstoord signaal. De bandbreedte-expansie kan worden vermeden (of althans
beperkt) door gebruik te maken van het volgende principe. De deelruimte SW
van l2 bevat de rijen die bandgelimiteerd zijn tot de frequentieband [−W;W ]
en heeft een orthonormale basis fe j .n/g1jD−1. Elke rij a.n/ 2 SW kan dan




 j e j .n/; (5.4)




. Indien we nu
een permutatie (of een andere orthonormale transformatie) uitvoeren op de




 j e j .n/; (5.5)
samengesteld als een lineaire combinatie van de basisvectoren e j .n/ en maakt
die nog steeds deel uit van SW , of m.a.w. is die nog steeds bandbeperkt.
Het gebruik van de DPSS
In de praktijk beschouwen we rijen met een drager beperkt tot het interval
[0;M − 1]. Hoewel geen enkele rij met een beperkte drager (met uitzon-
dering van de rij a.n/ D 0) bandbeperkt kan zijn voor W < 1=2, kan de
energieconcentratie in de frequentieband [−W;W ] toch relatief hoog zijn. De
DPSS1 vormen een orthonormale basis die de deelruimte van rijen, die bena-
derd bandbeperkt zijn, opspant met optimale energieconcentratie [128]. Wy-
ner gebruikt deze vaststelling om een verstoringsalgoritme op te stellen met
1Voor een meer gedetailleerde bespreking verwijzen we naar 2.4.1, pagina 41.
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verwaarloosbare bandbreedte-expansie buiten de gegeven frequentieband. We
herhalen kort dat de DPSS, geassocieerd met een drager [0;M − 1] en een fre-
quentieband [−W;W ], een verzameling van M ree¨le rijen fv j .n/gM−1jD0 zijn met
corresponderende getallen f. j /gM−1jD0 . De waarden . j / komen overeen met de
energieconcentraties CW .v j / in de frequentieband [−W;W ].
We kunnen nu op identieke wijze een rij op een eindige drager ontbinden




 jv j .n/; (5.6)




. We definie¨ren de coe¨fficie¨ntenmatrix k D
[0 : : : k−1]0 die de eerste k coe¨fficie¨nten bevat. Daarbij gaan we ervan uit
dat de basisvectoren gesorteerd zijn volgens dalende energieconcentratie . j /.
Wyner stelt voor om de coe¨fficie¨nten die corresponderen met basisvectoren die
een hoge energieconcentratie bezitten, onderling te transformeren. Hierdoor
zal enkel de frequentieband [−W;W ] gebruikt worden door het verstoringsal-
goritme. Veronderstellen we de rij a.n/ met een grote energieconcentratie in
de frequentieband [−W;W ]. We kiezen een parameter k 2 [0;M − 1], zoda-
nig dat .k−1/ nog voldoende dicht bij 1 ligt. Een gedeelte van de coe¨fficie¨nten
 j , namelijk voor 0  j < k, wordt vervolgens getransformeerd door een
orthonormale k  k matrix M. We noemen de matrix M ook de “sleutel” van




 jv j .n/C
M−1X
jDk
 jv j .n/; (5.7)





. j −  j /v j .n/; (5.8)
zodanig dat we enkel de coe¨fficie¨nten  j , voor j D 0; : : : ; k − 1, dienen te be-
rekenen. Wyner toont aan dat de energieconcentratie van de rij b.n/ hoogstens
1 − .k−1/ verschilt van die van a.n/:
jCW .a/− CW .b/j < 1 − .k−1/: (5.9)
Indien we de bandbreedte-expansie buiten de frequentieband [−W;W ] wil-
len beperken, mogen we k niet te groot te kiezen. De reconstructie van de
oorspronkelijke sequentie uit de verstoorde is dan eenvoudig. We bepalen de




uit de verstoorde rijen en bekomen vervolgens de
oorspronkelijke coe¨fficie¨nten: k D M0 k .
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5.2.2 Uitbreiding voor beelden
Het toepassen van Wyners methode op beelden, vereist de uitbreiding naar
twee dimensies. De uitbreiding van de basisfuncties, de tweedimensionale
DPSS, hebben we reeds eerder uitgewerkt en zullen we nu gebruiken. We no-
teren een tweedimensionale rij als a.n1; n2/, 0  n1; n2  M − 1. Verder ma-
ken we vaak gebruik van de lexicografische ordening om de tweedimensionale
rij te adresseren: a.n/ , a.n mod M; bn=Mc/, met 0  n  M2 − 1. Op die
manier slaan we de waarden op in een kolommatrix a D [a.0/ : : : a.M2 −1/]0.
Het tweedimensionale spectrum bepalen we als





a.n1; n2/ exp.− j2.n1 f1 C n2 f2//: (5.10)
De keuze voor een frequentiegebied is nu ruimer dan in het eendimensionale
geval. We stellen twee aanvaardbare alternatieven voor.
Allereerst definie¨ren we de bandbeperkende operator BW , waarbij het
spectrum van BW a.n1; n2/ beperkt wordt tot een tweedimensionaal vierkant
gebied:
[BW a. f1; f2/ D
 Oa. f1; f2/; j f1j  W en j f2j  W
0; elders: (5.11)
Deze keuze geeft aanleiding tot de cartesiaanse uitbreiding van de DPSS.
Ze kunnen gevonden worden door de eendimensionale DPSS te combineren:
v.2D/.n1; n2/ D v.1D/j1 .n1/v.1D/j2 .n2/ met hun corresponderende eigenwaarden
(= energieconcentraties) . j1/.1D/. j2/.1D/. Een direct gevolg is dat er M.M − 1/=2
paren gelijke en M unieke eigenwaarden zijn.
Een andere mogelijkheid bestaat erin om de bandbeperkende operator BW
te baseren op een circulair frequentiegebied. Aldus correspondeert het spec-
trum van BW a.n1; n2/ met




f 21 C f 22  W
0; elders:
(5.12)
In dit geval zijn de corresponderende tweedimensionale DPSS niet meer
scheidbaar. De tweedimensionale kernfunctie die de toeplitz-matrix opbouwt
(zie bijlage B), wordt gegeven door de inverse fouriergetransformeerde van het
circulair frequentiegebied:
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Tabel 5.1: Eigenwaarden van de tweedimensionale DPSS met vierkant frequentiege-
bied voor M D 3, W D 0:35 en k D 3.





















mogen onderling getransformeerd worden
8 0:0637
met J1./ de Besselse functie van de eerste soort en van de eerste orde.
Opdat het verstoringsalgoritme effectief zou werken, is het natuurlijk no-
dig dat een belangrijk deel van de energie zich binnen het gekozen frequentie-
gebied bevindt. Voor de vele beelden is het inderdaad het geval dat een aan-
zienlijk gedeelte van de energie zich concentreert in het lage-frequentiegebied.
De werking van het tweedimensionale verstoringsalgoritme is identiek aan





en diegene die met hoge energieconcentraties . j / gepaard gaan, worden ge-
transformeerd. Het tweedimensionale schema biedt echter de mogelijkheid om
ook andere coe¨fficie¨nten te transformeren. De tweedimensionale DPSS bevat-
ten immers paren van gelijke eigenwaarden, die corresponderen met symme-
trische eigenvectoren: e j1.n1; n2/ D e j2.n2; n1/. Deze coe¨fficie¨nten kunnen
onafhankelijk van hun eigenwaarde onderling getransformeerd worden, zon-
der expansie van bandbreedte. Tabel 5.1 toont een voorbeeld voor M D 3 en
W D 0:35. Indien we kiezen voor k D 3, kunnen we uiteraard de coe¨fficie¨nten
die corresponderen met de drie grootste eigenwaarden transformeren. Addi-
tioneel kunnen echter ook de coe¨fficie¨nten j D 4; 5 en j D 6; 7 onderling
getransformeerd worden.
We stellen nu het verstoringsalgoritme in zijn totaliteit voor waarbij we
achtereenvolgens de coe¨fficie¨nten bepalen, (een deel van) de coe¨fficie¨nten
transformeren en terugkeren naar het oorspronkelijke domein. De eerste stap
kan worden beschouwd als een matrixvermenigvuldiging k D Ea, waarbij
de j -de rij van E de basisvector e j .n/ bevat. Vervolgens transformeren we de
coe¨fficie¨nten naar  k D Mk . Tot slot stellen we het verstoorde beeld samen
met b D E0 k . We kunnen deze stappen samenvoegen tot e´e´n enkele transfor-
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matiematrix:
S D E0ME: (5.14)
Aangezien we de verstoorde matrix b nog steeds als een beeld willen op-
slaan en behandelen, dienen we het bereik van de transformatie (5.14) te
bepalen. Indien we onderstellen dat de elementen van a een waarde aan-
nemen in het interval [−1; 1] en vermits S een orthonormale transforma-
tie is (en dus de afstand bewaart), zal elke verstoorde b begrensd zijn door
max jjSajjl2 D max jjajjl2 D M . In theorie dienen we b dus te herscha-
len met een factor M , om opnieuw waarden uit [−1; 1] te bekomen. Uit de
experimentele resultaten blijkt echter dat deze theoretische factor te groot is.
Daarom gebruiken we een nog niet nader gespecificeerde factor . Voor beel-
den met grijswaarden uit het interval [0; 1] kunnen we het verstoringsalgoritme
als volgt samenvatten:
1. We verdelen het beeld in blokken met grootte M  M . We beschouwen
een dergelijk blok g.n1; n2/ 2 [0; 1], met 0  n1; n2  M − 1.
2. We slaan de inhoud van het blok op in
a.n1; n2/ D g.n1; n2/− 1=2: (5.15)
3. We bepalen het verstoorde blok m.b.v. de totale transformatie b D Sa.
4. We bekomen de nieuwe grijswaarden van het verstoorde beeld als
gs.n1; n2/ D round.b.n1; n2/= C 1=2/; (5.16)
waarbij round./ afrondt naar de dichtste gehele getal en de factor  het
bereik herschaalt.
5. De inverse operatie aan de ontvangerszijde slaat het verstoorde blok op
als
br .n1; n2/ D .gs.n1; n2/− 1=2/: (5.17)
6. Na de inverse transformatie ar D S0br bekomen we bij benadering de
originele waarden van het blok:
gr .n1; n2/ D round.ar .n1; n2/C 1=2/: (5.18)
De (noodzakelijke) herschalingen van formules (5.16) en (5.17) hebben twee
nadelen. Ten eerste stemt het gereconstrueerde beeld, door afrondingsfouten,
niet perfect overeen met het originele beeld. Ten tweede wordt ruis, toege-
voegd aan het verstoorde beeld, versterkt met een factor .
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5.2.3 Een opmerking omtrent de versleuteling
Hoewel het niet onze bedoeling is om bijzonder diep in te gaan op de keuze
van de “sleutel”, m.n. het transformeren van een gedeelte van de coe¨fficie¨nten
corresponderend met de DPSS-basisvectoren, willen we wel een indicatie ge-
ven van de grootte van de ruimte, waaruit mogelijke sleutels kunnen gekozen
worden.
Indien we voor de versleuteling (de keuze van M) een beroep doen op per-
mutaties, kunnen we een vector van lengte k transformeren op k! mogelijke
manieren. Het is echter zo dat vele van deze mogelijke sleutels slechts een
beperkte wijziging teweeg brengen aan de coe¨fficie¨nten. Een andere moge-
lijkheid, gebaseerd op een artikel van ˇSenk [182], bestaat erin om (genormali-
seerde) hadamardmatrices te gebruiken.
Een hadamardmatrix H is een kk matrix wiens rijen en kolommen ortho-





waarbij k de orde is van de matrix. De mogelijke ordes zijn beperkt tot 1,
2, of 4n, n 2 N . Een hadamardmatrix kan getransformeerd worden in een
nieuwe hadamardmatrix door permutatie van rijen en kolommen en door ver-





zogenaamde H -equivalente matrices vinden van orde k,
waarvan sommige echter identiek zijn [182]. Daarnaast is een hadamardma-
trix H -genormaliseerd, wanneer elk element van de eerste rij en eerste kolom
gelijk is aan C1. Deze matrix staat bekend als “de´ hadamardmatrix”.
De transformatiematrix M uit formule (5.14), en dus de sleutel van het





waarbij Pr en Pc respectievelijk de permutatiematrices (met mogelijk wijziging
van teken) voor de rijen en kolommen zijn. De centrale matrix H is de originele
H -genormaliseerde hadamardmatrix. Deze aanpak heeft enkele belangrijke
voordelen ten opzichte van het gebruik van enkel permutaties:
• De grootte van de ruimte, waaruit de sleutel kan gekozen worden, is
flink uitgebreid. Tabel 5.2 toont de grootte van die ruimte in het geval
van permutaties en hadamardmatrices. Merk op dat er voor sommige
ordes een aantal niet H -equivalente matrices bestaan (b.v. voor orde 16
zijn er dat 5), hetgeen de grootte van de sleutelruimte nog vergroot [130].
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Tabel 5.2: De grootte van de ruimte waaruit de sleutel kan gekozen worden in het
geval van permutaties en hadamardmatrices als functie van k, het aantal coe¨fficie¨nten
dat getransformeerd wordt [182].
k
8 12 161 162 163 164 165
permutaties 215 228 244 − − − −
hadamardmatrices 232 264 297 2102 2104 2104 2106
• De mogelijke sleutels kunnen eenvoudig geadresseerd worden aan de
hand van het enumeratie-algoritme voor permutaties van Knuth [75,
algo. 3.3.2P].
• In tegenstelling tot permutaties, zorgt elke mogelijke H -equivalente
matrix voor (ongeveer) dezelfde mate van “mengen” van de
coe¨fficie¨nten [38].
5.3 Resultaten
Om de werking van het verstoringsalgoritme te demonstreren, hebben we een
prototype geı¨mplementeerd in software. De beelden worden opgedeeld in
blokken van 8  8. Vervolgens gebruiken we de tweedimensionale DPSS
voor W D 0:25 en in eerste instantie een vierkant frequentiegebied. De eerste
acht coe¨fficie¨nten (k D 8) corresponderend met de acht grootste eigenwaarden
(van de 64) worden getransformeerd met een willekeurige H -equivalente ha-
damardmatrix. De eigenwaarde die correspondeert met .k−1/ D .7/ is 0:97.
Daarenboven kiezen we ervoor om de 50 coe¨fficie¨nten die overeenstemmen
met paren van gelijke eigenwaarden onderling om te wisselen. Hier kunnen
ook andere mogelijkheden gebruikt worden.
We hebben een testset samengesteld, bestaande uit acht grijswaardenbeel-
den, weergegeven in figuur 5.1. De grijswaarden worden opgeslagen met een
nauwkeurigheid van 8 bits. De herschalingsfactor  wordt best zo klein mo-
gelijk gekozen, zodat ruis, toegevoegd aan het verstoorde beeld, weinig wordt
versterkt. Anderzijds zal een te kleine waarde van  de transformatie negatief
beı¨nvloeden doordat teveel waarden worden begrensd binnen het interval van
mogelijke grijswaarden. Elk van de beelden uit de testset wordt verstoord en
weer gereconstrueerd. De herschaling blijkt een klein verschil teweeg gebracht
te hebben tussen het gereconstrueerde en het originele beeld. Figuur 5.2 toont
de gemiddelde absolute fout (MAE, Eng. Mean-Absolute-Error) en de gemid-
delde kwadratische fout (MSE) voor deze beelden als functie van . Deze

























Figuur 5.1: De testbeelden voor het verstoringsalgoritme.
fouten zijn het gemiddelde voor 20 verschillende willekeurige sleutels van de
eerste 8 coe¨fficie¨nten. De theoretische waarde van , namelijk 8, is duide-
lijk onnodig hoog. We kiezen als optimum  D 3. In tabel 5.3 hebben we
de resultaten nog eens numeriek opgesomd, waarbij ook de standaardafwij-
king voor de gebruikte sleutels is weergegeven. Voor elk van de testbeelden
is de residuele absolute en kwadratische fout bij een herschalingsfactor  D 3
lager dan 1 (op een schaal van 256 grijswaarden). Een dergelijk klein ver-
schil is in de praktijk niet waarneembaar. Voor het beeld “cmpnd1”, dat sterke
zwart/wit-contrasten vertoont, is deze afwijking iets groter, maar nog steeds
aanvaardbaar. De kleine standaardafwijkingen illustreren de gelijke mate van
“mengen” door de H -equivalente sleutels.
Figuur 5.4 toont een voorbeeld van een verstoorde versie van het testbeeld
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“zelda”. Merk op dat het verstoringsalgoritme het beeld behoorlijk onher-
kenbaar maakt, terwijl slechts een kwart van het beschikbare frequentiegebied
wordt gebruikt. Figuur 5.5 toont enkele verstoorde versies (met willekeurige
sleutels) van het testbeeld “cmpnd1”. Het verstoringsalgoritme produceert
steeds verstoorde beelden die “ongeveer” dezelfde uitzicht hebben. Naarge-
lang de keuze van de sleutel blijft er meer of minder residuele herkenbaarheid
over in het beeld. Een mogelijke verbetering zou erin kunnen bestaan, om
de sleutel te wijzigen over de verschillende blokken in een beeld hetgeen ook
homogene gebieden een meer “gevarieerder” uitzicht zou verschaffen.
Daarnaast hebben we een identiek experiment overgedaan, maar ditmaal
met een circulair frequentiegebied voor de tweedimensionale DPSS. We ver-
kiezen opnieuw om de eerste k D 8 coe¨fficie¨nten te gebruiken voor de sleutel.
Aangezien een circulair frequentiegebied met straal W kleiner is dan een vier-
kant frequentiegebied met halve zijde W , is de waarde .k−1/ D 0:89 lager dan
in het vierkant geval, waardoor de te verwachten bandbreedte-expansie iets
hoger is. Figuur 5.3 toont dat de fouten die in dit geval optreden, ongeveer ge-
lijk zijn of soms een fractie lager liggen dan bij het vierkant frequentiegebied.
Tabel 5.3 laat zien dat er een heel klein verschil is voor dezelfde herschalings-
factor  D 3.
Tot slot hebben we het experiment herhaald voor een circulair frequentie-
gebied met dezelfde oppervlakte als een vierkant frequentiegebied met halve
zijde W . Daartoe kiezen we de straal gelijk aan 2W=p . De waarde van
.k−1/ is dan opnieuw 0:97 en de fouten zijn praktisch identiek aan die voor het
vierkant frequentiegebied. We kunnen hieruit besluiten dat een circulair fre-
quentiegebied geen uitgesproken voordeel bezit. In het geval van een vierkant
frequentiegebied kan men bovendien gebruikmaken van de scheidbare eigen-
schap van de tweedimensionale DPSS. Voor een blokgrootte van M  M daalt
de algoritmische complexiteit van een volledige ontbinding in basisvectoren
van O.M4/ naar O.M3/.
In de praktijk zal de blokgrootte moeten gekozen worden in overeenstem-
ming met de toepassing die men voor ogen heeft, het beschikbare werkgeheu-
gen en de rekenkracht. Merk op dat een grotere blokgrootte ook de herscha-
lingsfactor zal verhogen.
Naargelang de toepassing kan een zekere mate van residuele herkenbaar-
heid al dan niet gewenst zijn. Bijvoorbeeld voor een betaaltelevisiezender kan
dit nuttig zijn om potentie¨le abonnees aan te trekken [87].
196 Verstoren van beelden
Tabel 5.3: De gemiddelde residuele fouten (met standaardafwijkingen) voor de test-
beelden ( D 3:0;W D 0:25).
vierkant circulair
testbeeld MAE MSE MAE MSE
barb 0:77  0:01 1:08  0:01 0:72  0:01 1:08  0:01
board 0:77  0:01 1:08  0:01 0:72  0:01 1:08  0:01
boats 0:77  0:01 1:08  0:01 0:72  0:01 1:08  0:01
cmpnd1 0:69  0:03 1:30  0:31 0:68  0:07 1:08  0:17
finger 0:77  0:01 1:08  0:01 0:72  0:01 1:08  0:01
girl 0:77  0:01 1:08  0:01 0:72  0:01 1:08  0:01
gold 0:77  0:01 1:08  0:01 0:72  0:01 1:08  0:01







































Figuur 5.2: De residuele fout van het verstoringsalgoritme in het geval van een vier-
kant frequentiegebied als functie van de herschalingsfactor . (a) Gemiddelde abso-
lute fout. (b) Gemiddelde kwadratische fout.






































Figuur 5.3: De residuele fout van het verstoringsalgoritme in het geval van een circu-
lair frequentiegebied als functie van de herschalingsfactor . (a) Gemiddelde absolute
fout. (b) Gemiddelde kwadratische fout.
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Figuur 5.4: Een voorbeeld van een verstoord testbeeld “zelda”.
(a) (b) (c)
Figuur 5.5: Enkele voorbeelden van verstoorde testbeelden “cmpnd1” voor verschil-
lende willekeurige sleutels.
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5.4 Conclusie
In dit hoofdstuk hebben we een verstoringsalgoritme voor beelden voorgesteld
dat zich aandient als bijproduct van de tweedimensionale DPSS. We hebben
het algoritme van Wyner voor eendimensionale signalen uitgebreid en experi-
menteel uitgeprobeerd. Het verstoringsalgoritme heeft als belangrijke eigen-
schap dat het een beeld omvormt in een onherkenbaar beeld, waarbij we het
gebruikte frequentiegebied kunnen vastleggen. Voor dit tweedimensionaal fre-
quentiegebied hebben we een vierkant en een circulair gebied gekozen en ver-
geleken. Tussen beide opties blijken echter geen significante verschillen op te
treden. Een goede keuze voor de sleutel is het gebruik van hadamardmatrices,
omdat de ruimte waaruit de sleutel kan gekozen worden, dan veel groter is dan
bij permutaties. Er zijn vele mogelijkheden om de mate van verstoring ver-
der op te drijven, b.v. door coe¨fficie¨nten van aangrenzende blokken samen te
transformeren.
Tot slot merken we op dat er nog verder onderzoek dient te gebeuren i.v.m.




Met dit werk hebben we getracht inzicht te verschaffen in, en oplossingen aan
te reiken voor de problemen die opduiken bij het herbemonsteren van beelden
en beeldsequenties.
In het eerste deel hebben we daarbij vooral aandacht geschonken aan de
herbemonstering van beelden, met vooral toepassingen voor drukwerk (zoals
gravurediepdruk) in het achterhoofd. Vandaag de dag wordt voor vele (gea-
vanceerde) toestellen, zoals b.v. RIPs, immers nog steeds een beroep gedaan
op eenvoudige technieken, zoals bilineaire interpolatie of in het beste geval bi-
kubische convolutie. Het voorkomen van storende artefacten t.g.v. herbemon-
stering, zoals moire´-patronen, vereist een inzicht in de aard en het ontstaan
ervan. De toenemende kwaliteitseisen die aan professioneel drukwerk gesteld
worden en de opkomst van scanners en digitale fotografie met hun steeds ho-
gere resoluties, zullen in de toekomst de nodige aandacht voor de herbemon-
steringsstap opeisen. Tegenwoordig schuift men deze problemen door naar een
operator die manueel gebieden in het beeld dient te vervagen, om op die manier
moire´-patronen door frequentieverwarring te voorkomen [93,120]. In dit werk
hebben we de grenzen van wat mogelijk is m.b.v. lineaire technieken verkend.
Een veralgemeend splinemodel voor tweedimensionale periodieke roosters liet
toe om m.b.v. een kleinste-kwadratenbenadering rekening te houden met het
doelrooster. Voor vele toepassingen hebben de kleinste-kwadratensplines een
gepast evenwicht tussen het onderdrukken van moire´-patronen en vervaging.
Daarnaast hebben we ook een reconstructiefunctie ontworpen met een opti-
male energieconcentratie in het nyquistgebied van het doelrooster. Deze re-
constructiefunctie geeft echter aanleiding tot teveel vervaging. Om een beter
compromis te bekomen tussen de verschillende artefacten, hebben we ook een
niet-lineaire techniek voorgesteld die twee lineaire methoden combineert aan
de hand van een gezamenlijke spatiale en spectrale analyse. Alle resultaten
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werden beoordeeld m.b.v. een objectieve kwaliteitsmaat, geı¨nspireerd op het
menselijk visueel systeem. Deze resultaten bewijzen dat het de moeite loont
om voldoende aandacht te besteden aan herbemonstering.
In een tweede deel van dit werk hebben we ons toegespitst op het herbe-
monsteren van beeldsequenties, in het bijzonder het omzetten van een beeld-
sequentie van een alternerend videoformaat naar een progressief videofor-
maat. De meeste beeldsequenties zijn onderbemonsterd, hetgeen het gebruik
van heel wat technieken voor formaatconversie ongeschikt maakt. We heb-
ben aangetoond dat een bewegingsadaptieve herbemonsteringstechniek, waar-
bij gebruikgemaakt wordt van een bewegingsdetector, het potentieel bezit voor
het leveren van goede resultaten. Een eigen bewegingsdetector, gebaseerd op
de principes van de vaaglogische informatieverwerking, stuurt de interpola-
tie op betere wijze dan de klassieke oplossingen, zowel kwantitatief, volgens
een numerieke foutmaat, als kwalitatief, wat geı¨ntroduceerde artefacten (zoals
flikkering en spookartefacten) betreft. De evaluatie van dit nieuwe algoritme
gebeurde zowel in soft- als hardware. Tot slot hebben we ook een methode
voorgesteld om de parameters van de bewegingsdetector automatisch aan te
passen aan het ruisniveau.
Daarnaast heeft het onderzoek nog een interessant bijproduct opgeleverd,
namelijk een algoritme voor het verstoren van beelden en beeldsequenties.
Als slotboodschap willen we kort meegeven dat er nog interessante on-
derzoeksmogelijkheden overblijven voor de toekomst. Een ontbinding van de
directe splinetransformatie voor de veralgemeende splines op hexagonale roos-
ters zou toelaten om de splinetransformatie uit te voeren m.b.v. recursieve fil-
ters. Daarnaast tonen de “optimale” resultaten voor de videoformaatconversie
aan dat er nog ruimte is voor verbetering van de bewegingsadaptieve interpola-
tietechniek. Hierbij denken we b.v. aan neurale netwerken, waarbij een gepaste
training de resultaten dichter bij het optimum zou kunnen brengen. Een eer-
ste versie van het neuraal netwerk kan bekomen worden door de vaaglogische
regelaar te “vertalen” naar een neuraal netwerk (hetgeen aanleiding geeft tot
hybride technieken). Verder kan er gezocht worden naar bijkomende toepas-
singen, waarbij deze technieken een meerwaarde kunnen bieden. In bijlage B
werd reeds een voorbeeld uit de medische beeldvorming aangehaald.
Het onderzoek beschreven in dit werk heeft aanleiding gegeven tot drie
publicaties in internationale tijdschriften [42,159,170], waarvan twee als eerste
auteur. Daarnaast verschenen vijf publicaties als eerste auteur onder de vorm
van hoofdstukken of bijdragen in boeken [163,164,167,172,176]. In het totaal
werden tweee¨ntwintig publicaties voorgesteld op internationale conferenties,





In deze bijlage behandelen we de analytische vorm van de veralgemeende
hexagonale spline. We zullen daarbij vooral aandacht hebben voor het ge-
val van de splines gedefinieerd op een hexagonaal rooster van het tweede type,







We gaan van start met de analytische vorm van de eerste-ordespline, waar-
bij we ook de fouriergetransformeerde bespreken. Vervolgens komen de
tweede- en derde-ordespline aan bod. Tot slot geven we aan hoe ook hogere-
ordesplines elegant kunnen benaderd worden.
A.1 Eerste-ordespline op een hexagonaal rooster
De hexagonale spline van eerste orde is identiek aan de indicatorfunctie van de
voronoicel. Voor het rooster uit formule (A.1) definie¨ren we deze spline als
0.x/ D R.x/















0; x < a
1; a  x  b
0; b < x :
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Tabel A.1: Numeriek gebruik van de fouriergetransformeerde O0.f/ uit formule (A.3)
vereist het bepalen van verschillende limietuitdrukkingen voor f1 en f2.
geval uitdrukking
f1 D 0















































































De randen van de eerste-ordespline 0.x/ definie¨ren we als 1=2 en de hoek-
punten als 1=3.
De fouriergetransformeerde van de eerste-ordespline speelt een belangrijke
rol, b.v. voor het afleiden van de orde van approximatie of om eigenschappen in
het frequentiedomein van dichtste-buur-interpolatie te onderzoeken. We heb-
ben deze fouriergetransformeerde berekend, door gebruik te maken van een






















Deze uitdrukking kan niet zomaar voor elke waarde van f1 en f2 gee¨valueerd
worden. In sommige gevallen dienen we immers de limietuitdrukking te be-
palen. Tabel A.1 overloopt deze gevallen met telkens de corresponderende
analytische uitdrukking.
In de praktijk ontmoeten we ook hexagonale roostercellen die niet semi-
regulier zijn, b.v. bij gravurediepdruk. Daarom leiden we nu eerst de karakte-
ristieke afmetingen af van een algemene hexagonale cel. Beschouw de alge-


















Figuur A.1: De afmetingen van een algemene hexagonale roostercel van het tweede
type.
waarbij geldt b  a=2. Figuur A.1 toont e´e´n kwadrant van de cel. Aan de hand





De fouriergetransformeerde van de algemene hexagonale roostercel kun-
nen we afleiden als volgt. Allereerst introduceren we in formule (A.3) een






































Figuur A.2 toont hoe de roostercel verandert als functie van %. De afstand AE
wijzigt aldus met een factor %. Merk op dat we voor % < 1 niet meer te maken
hebben met een “echte” roostercel, aangezien de rechte vanuit de oorsprong en







Figuur A.2: De indicatorfunctie van de roostercel waarvan formule (A.6) de fourier-
getransformeerde is. De schuine zijde wordt verschoven als functie van de parameter
%.
loodrecht op de schuine zijde (waarop de roostervector r1 ligt) niet het midden
van deze schuine zijde snijdt. We kunnen dit corrigeren door de horizontale
dimensie te herschalen. Voor het geval % D 1 is er uiteraard geen herschaling
nodig, maar voor % D 0 dienen we de horizontale ordinaat p3=6 te herschalen




.1 − p3/% C p3

f1: (A.7)
We beschikken nu over de nodige componenten om de fouriergetransfor-
meerde van de algemene hexagonale roostercel te berekenen.
1. We bepalen de roostervectoren en aldus de waarden voor a en b. We
normaliseren deze zodanig dat a D 1.
2. Met behulp van formule (A.5) berekenen we de waarde van c.










Figuur A.3: De tweede-ordespline bestaat uit ruitvormige gebieden waarbinnen we
makkelijk de analytische vorm kunnen bepalen. De functiewaarde langs de lijnstukken
in stippellijn verloopt lineair.
3. Vervolgens kunnen we de gepaste waarde van de parameter % bepalen











% D −3 C
p
9 − 72c C 24cp3
−6 C 2p3 (A.9)
bekomen. In het geval van gravurediepdruk bekomen we aldus % D
0:2003. We kunnen nu formule (A.6) gebruiken, waarbij we de horizon-
tale frequentiecomponent f1 herschalen volgens formule (A.7).
A.2 Tweede-ordespline op een hexagonaal rooster
We beschouwen opnieuw het semi-reguliere hexagonale rooster. De tweede-
ordespline wordt geconstrueerd door convolutie van de eerste-ordespline met
zichzelf. De buitenste rand in stippellijn in figuur A.3 maakt duidelijk hoe
groot de drager zal zijn. Wanneer we nu een tweede roostercel verschuiven van






Figuur A.4: De waarde van de tweede-ordespline in elk van de ruitvormige gebieden
kan bepaald worden als functie van de hoekpunten en lokale parameters t1 en t2.
.
p
3=2; 1=2/ naar .
p
3=3; 0/ en telkens de overlap met de centrale roostercel
bepalen, dan is het duidelijk dat de toename in oppervlakte van de overlap
langs dit traject lineair zal zijn als functie van de afgelegde afstand. Deze
vaststelling geldt voor elk pad langs de stippellijnen. Binnenin de ruitvormige
gebieden, kunnen we de waarde bepalen als functie van de hoekpunten en
twee parameters die we bekomen m.b.v. een isoparametrische transformatie.
Beschouw b.v. het ruitvormig gebied weergegeven in figuur A.4, dan kunnen
we elke lokatie in dit gebied bekomen m.b.v. de parameters 0  t1; t2  1:
p.t1; t2/ D .1 − t1/.1 − t2/ p0 C t1t2 p1 C .1 − t1/t2 p2 C t1.1 − t2/ p3: (A.10)
De waarde van de tweede-ordespline is op dezelfde eenvoudige manier afhan-
kelijk van de parameters t1 en t2 en de waarden v0, v1, v2 en v3 op elk van de
roosterpunten p0, p1, p2 en p3:
v.t1; t2/ D .1 − t1/.1 − t2/v0 C t1t2v1 C .1 − t1/t2v2 C t1.1 − t2/v3: (A.11)
In het voorbeeld van figuur A.4 zijn de waarden voor v0, v1, v2 en v3 respec-
tievelijk 1, 0, 1=3 en 1=3. De waarden op andere knooppunten van het net uit
figuur A.3 zijn eenvoudig afleidbaar, indien we een beroep doen op de twaalf-
voudige symmetrie van de hexagonale roostercel.
A.3 Derde-ordespline op een hexagonaal rooster
De analytische vorm van de derde-ordespline kan op analoge wijze afgeleid
worden. Net als bij de tweede-ordespline, gaan we allereerst op zoek naar een
pad, waarlangs we de graad waarmee de functiewaarde wijzigt, kunnen voor-
spellen. In figuur A.5 lokaliseren we eerst de grens van de drager van de eerste-

















Figuur A.5: De derde-ordespline kan analytisch benaderd worden door een opdeling
in driehoeken. Binnen elk van deze driehoeken kunnen we een polynomiaal oppervlak
afleiden.
en tweede-ordespline. Aangezien de derde-ordespline ontstaat door convolu-
tie van de tweede-ordespline met een primitieve roostercel, bekijken we de
overlap tussen beide, wanneer we deze roostercel verplaatsen langs het pad
van .5
p
3=6; 1=2/ naar .2
p
3=3; 0/. De overlap gebeurt steeds tussen een ruit-
vormig gebied van de tweede-ordespline en neemt lineair toe. Aangezien de
functiewaarde van de tweede-ordespline binnen het ruitvormig gebied in deze
richting reeds lineair toeneemt, mogen we verwachten dat de functiewaarde
van de derde-ordespline langs dit pad kwadratisch zal toenemen. Deze redene-
ring is mogelijk voor elk traject, aangeduid met een volle lijn in figuur A.5. Be-
schouwen we echter een traject langs de lijnstukken in stippellijn, b.v. het pad
van .
p
3; 0/ naar .2
p
3=3; 0/. De functiewaarde binnen het ruitvormig gebied
(met hoekpunten .p3=3; 0/, .p3=2; 1=2/, .2p3=3; 0/ en .p3=2;−1=2/) van
de tweede-ordespline in deze richting neemt kwadratisch toe, maar de overlap
met de roostercel, die we verschuiven, neemt eveneens kwadratisch toe. We
nemen dus aan dat de functiewaarde van de derde-ordespline langs dit pad zal
toenemen volgens een vierde macht.
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Figuur A.6: Met behulp van symmetrie kunnen we in figuur A.5 zes verschillende
soorten driehoeken onderscheiden. In elk van hen definie¨ren we de parameters t1 en
t2.
We delen het “grondplan” van de derde-ordespline op in driehoeken. Met
behulp van de twaalfvoudige symmetrie kunnen we zes verschillende soorten
driehoeken onderscheiden (zie figuur A.6), waarbinnen we opnieuw twee para-
meters 0  t1; t2  1 definie¨ren. We gebruiken dezelfde parametervoorstelling
als in formule (A.10), maar stellen p1 en p2 aan elkaar gelijk:
p.t1; t2/ D .1 − t1/.1 − t2/ p0 C t2 p1 C t1.1 − t2/ p3: (A.12)
Voor elk van de driehoeken kunnen we nu de parametervergelijking afleiden
als functie van t1 en t2. We gebruiken daarbij randvoorwaarden zoals de waarde
op de knooppunten (die we kunnen berekenen m.b.v. de analytische vorm van
de tweede-ordespline) en de continuı¨teit t.e.m. de eerste afgeleide in elke rich-
ting [132, hfdst. 3]. Tabel A.2 toont de parametervergelijking voor elk van de
driehoeken.
De analytische vorm van zowel de tweede-ordespline als de derde-
ordespline kunnen we numeriek controleren aan de hand van een algemene
kleinste-kwadratenmethode [110, hfdst. 15.4]. We berekenen vooreerst een
benadering van de spline door de opeenvolgende convoluties numeriek uit te
voeren. Vervolgens beschouwen we een klein gebied, waarbinnen we de ana-
lytische vorm willen controleren en kiezen de maximale orde Q van de para-
metervergelijking die we als model wensen te gebruiken. Vervolgens delen we
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Tabel A.2: De parametervergelijkingen van de derde-ordespline binnenin de driehoe-








































































−t42 C 4t32 C 2t22

VI 136 t21 t42
het gebied op in .P C 1/2 datapunten .t1; t2/ D .k1; k2/, waarbij  D 1=P/





























1 0 : : : 0
1  : : : 0





1 P : : : .P/2Q
3
777775 :
Daarnaast hebben we ook nog een .P C 1/2  1 kolommatrix d die de waarde
van de numerieke benadering van de spline bevat op de datapunten en tot slot
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De kleinste-kwadratenbenadering van de coe¨fficie¨nten vinden we dan als die c,
waarvoor de fout jjAc − djj2l2 minimaal is. Merk op dat het probleem overge-
determineerd is, aangezien er veel datapunten voorhanden zijn (P > Q). De
Moore-Penrose pseudoinverse AC van A is een unieke .P C 1/2  .Q C 1/2
matrix, waarvoor geldt dat
c D ACd
de kleinste kwadratische fout oplevert waarbij bovendien de norm jjcjj2l2 mi-
nimaal is [35]. Deze aanpak laat ons toe de analytische vorm die we hebben
afgeleid te controleren. Indien we b.v. een hogere orde trachten op te leggen,
blijken de extra coe¨fficie¨nten nul te zijn.
A.4 Benadering voor hogere-ordesplines op een hexa-
gonaal rooster
Met behulp van de tweedimensionale centrale-limietstelling kunnen we aanto-
nen dat de hogere-ordesplines convergeren naar een gaussiaanse functie. We
beschouwen daartoe de genormaliseerde eerste-ordespline 0.x/= als een


















De centrale-limietstelling geeft aan dat opeenvolgende convoluties van
0.x/= met zichzelf convergeren naar
n.x/ ! N2.; .n C 1/6=/; (A.16)





(−.x −/06−1.x −/ : (A.17)
De relatieve kwadratische fout tussen de vierde-ordespline bepaald door op-





In deze bijlage stellen we de N -dimensionale uitbreiding van de prolate
sferoı¨dale rijen voor. Ee´n van de bijdragen van dit werk is een methode voor
het reduceren van de orde van het corresponderende eigenwaardenprobleem
met een factor 2N [170]. Deze reductie kan worden aangewend om de pro-
late sferoı¨dale rij met de hoogste energieconcentratie, m.n. de DPSW, met een
aanzienlijk minder aantal bewerkingen te berekenen.
Beschouw een N -dimensionale rij h.n/, met n 2 A D fn j ni D




h.n/ exp.− j2hn; fi/ (B.1)







met V de N -dimensionale hyperkubus
V D ff j − 1=2  fi  1=2g : (B.3)
Analoog aan het eendimensionale geval, kunnen we het theorema van Parseval
gebruiken om aan te tonen datX
n2A
K .k − n/h.n/ D h.k/; 8k 2 A (B.4)
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moet gelden, met K .x/ de N -dimensionale kernfunctie die we bepalen als de





exp. j2hf; xi/df: (B.5)
Het herschrijven van formule (B.4) als een standaard eigenwaardenprobleem
kan door de coe¨fficie¨nten lexicografisch te nummeren. De index i , i D
0; 1; : : : ;
QN
jD1 M j − 1





K .nk − ni/h.ni/ D h.nk/; 0  k  L − 1: (B.6)
Voor de meeste praktische toepassingen is het frequentiegebied W symme-
trisch ten opzichte van zijn coo¨rdinaatassen, hetgeen betekent dat ook de eigen-
vector corresponderend met de grootste eigenwaarde (het N -dimensionale pro-
late sferoı¨dale venster) symmetrisch is ten opzichte van de N coo¨rdinaatassen.
Deze eigenschap laat ons toe om de orde van het eigenwaardenprobleem aan-
zienlijk te reduceren. We veronderstellen nu allereerst dat alle Mi oneven zijn.
In het eendimensionale geval is h.n/ symmetrisch ten opzichte van de centrale
vensterpositie n D .M1 − 1/=2. Het tweedimensionale venster h.n1; n2/ is
symmetrisch rond de twee assen n1 D .M1 − 1/=2 en n2 D .M2 − 1/=2, zoda-
nig dat e´e´n enkel kwadrant het hele venster bepaalt. In het algemeen kunnen
we op die wijze de orde reduceren van QNiD1 Mi naar QNiD1 (Mi −12 C 1. Be-
schouw nu een zogenaamde reductiematrix TN die het gereduceerde venster w
afbeeldt op het originele venster: h D TN w. De reductiematrix wordt recursief












De matrix Tn heeft dus Mn−12 C 1 exemplaren van de matrix Tn−1 op de eer-
ste diagonaal en Mn−12 exemplaren op de tweede diagonaal eronder. Opdat
de reductiematrix de eigenwaarden zou bewaren, dient te gelden dat h0h D







waarbij T0N TN een diagonaalmatrix vormt. In het geval dat alle Mi even zijn,
wordt de middelste rij van Ti weggelaten.
De eigenvector w, corresponderend met de grootste eigenwaarde van de
gereduceerde matrix B D MT0N A MTN , kan omgezet worden naar h D MTN w. Wan-
neer alle Mi gelijk zijn aan M , wordt het eigenwaardenprobleem gereduceerd
met een factor 
M
.M − 1/=2 C 1
N
 2N : (B.9)
Ter illustratie berekenen we het driedimensionale prolate sferoı¨dale ven-
ster, corresponderend met een regelmatig ruitvormig twaalfvlak (dodecae¨der),
dat weergegeven wordt in figuur B.1 (a). Een dergelijk twaalfvlak stemt over-
een met de meest compacte bedekking van de driedimensionale ruimte [103].
De kernfunctie bekomen we door de inverse fouriergetransformeerde van het
twaalfvlak te berekenen. Indien we de afstand tussen de parallelle vlakken
gelijk aan p2W=2 stellen, bekomen we:
K .x/ D K .x1; x2; x3/ D(− 2x1 sin.2W x1/− 2x2 sin.2W x2/− 2x3 sin.2W x3/
C .x1 C x2 C x3/ sin.W .x1 C x2 C x3//
C .x1 − x2 C x3/ sin.W .x1 − x2 C x3//
C .x1 − x2 − x3/ sin.W .x1 − x2 − x3// (B.10)
C .x1 C x2 − x3/ sin.W .x1 C x2 − x3//
 (
3.x41 C x42 C x43 − 2.x21 x22 C x21 x23 C x22 x23 //

:
Figuur B.1 (b) toont de eigenwaarden van het corresponderende eigenwaar-
denprobleem voor M D 5 en verschillende waarden van W . De orde van het
oorspronkelijke eigenwaardenprobleem is 125, maar wordt gereduceerd tot 27,
dankzij de symmetrie-eigenschappen. De energieconcentraties voor W D 0:2,
0:3, 0:4 zijn respectievelijk 0:70, 0:95 en 0:99.
Naast toepassingen van de N -dimensionale DPSS voor interpolatie, ver-
melden we kort dat deze ook kunnen gebruikt worden voor extrapolatie [193].
De gegeven data kunnen ontbonden worden volgens de DPSS-basisvectoren
die (benaderd) bandbeperkt zijn (analoog aan het principe van het versto-
ringsalgoritme uit hoofdstuk 5). Vervolgens kunnen we de basisvectoren met
een hoge energieconcentratie gebruiken voor extrapolatie. De basisvectoren
kunnen immers uitgebreid worden buiten hun drager door gebruik te maken
van formule (2.55) op pagina 45. Een mogelijke toepassing van dit prin-
cipe bevindt zich in de medische beeldvorming. We denken b.v. aan MR-
beeldvorming (MR, magnetische resonantie), waar de data worden opgemeten
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in de zogenaamde k-ruimte die equivalent is met het frequentiedomein. Om























gereduceerd W D 0:2
gereduceerd W D 0:3
gereduceerd W D 0:4
Figuur B.1: (a) Het regelmatig ruitvormig twaalfvlak gebruiken we ter illustratie als
driedimensionaal frequentiegebied. (b) De eigenwaarden van het corresponderende
oorspronkelijke en gereduceerde eigenwaardenprobleem voor M1 D M2 D M3 D 5





In dit werk hebben we de voorgestelde technieken vaak gedemonstreerd aan de
hand van voorbeelden voor drukwerk. In tegenstelling tot reproductietechnie-
ken zoals fotografie, televisie en computerschermen, zijn druktechnieken niet
in staat om intermediaire kleurtinten weer te geven. We klasseren deze dan ook
onder de binaire technieken: er is inkt of er is er geen. Gelukkig is het mo-
gelijk om spatiale resolutie in te ruilen voor tonale, waarbij een beroep wordt
gedaan op de beperkte spatiale resolutie van het menselijk visueel systeem, zo-
danig dat kleine (binaire) vlekjes de illusie van een intermediaire tint kunnen
opwekken. De manier van aanbrengen en de aard van deze vlekjes zit vervat
in een rastertechniek. Klassiek rasteren brengt rasterpunten van verschillende
grootte (Eng. clustered dot dithering) aan op een periodiek rooster. Er zijn ech-
ter ook nog andere rastertechnieken in omloop. Zo kunnen de rasterpunten b.v.
verspreid zijn over een roostercel (Eng. dispersed dot dithering), hetgeen vaak
gebruikt wordt bij matrixprinters. Een andere mogelijkheid bestaat erin om
de rasterpunten op een stochastisch raster te plaatsen, hetgeen vaak gebruikt
wordt bij inktjetprinters. Onze aandacht gaat hier uit naar het klassiek rasteren
die het meest gebruikt wordt, wegens zijn grotere robuustheid [46, 70].
De vorm en de grootte van een rasterpunt worden gekarakteriseerd door de
rasterpuntfunctie. In figuur C.1 stellen we het principe voor aan de hand van
een eendimensionaal voorbeeld. De rasterpuntfunctie gr .x/ wordt geplaatst op
elk roosterpunt en vergeleken met de dichtste monsterwaarde. De inkt wordt
aangebracht, wanneer de rasterpuntfunctie groter is dan deze monsterwaarde.
Dit principe kan eenvoudig uitgebreid worden naar twee dimensies.
Vele druktechnieken genereren het gerasterd beeld elektronisch op een
(zeer) fijn microrooster. Laserprinters gebruiken een microrooster van typisch
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gr .x/
0 1 2 3
Figuur C.1: Klassiek rasteren kan wiskundig gemodelleerd worden aan de hand van
een dichtste-buur-interpolatie en een drempeloperatie met een rasterpuntfunctie.
6:3% 18:8% 25% 37:5%
50% 56:3% 68:8% 81:3%
Figuur C.2: De rasterpunten “groeien” naarmate de onderliggende monsterwaarde
kleiner wordt. De percentages duiden op de bedekkingsgraad binnen de roostercel.
De vorm van het rasterpunt wordt bepaald door de rasterpuntfunctie [46].
600 a` 2400 dpi. Het aanmaken van drukplaten voor offsetdruk gebeurt al gauw
met een resolutie van 3000 a` 6000 dpi. De rasterpunten worden nu samen-
gesteld door verschillende micropunten te combineren. Figuur C.2 toont een
microrooster, waarop rasterpunten van verschillende grootte worden weerge-
geven. De rasterpuntfunctie vertaalt zich als een drempelmatrix, ook bekend
als rasterberg. Figuur C.3 toont een mogelijke drempelmatrix die de rasterpun-
ten uit figuur C.2 kan genereren. Conventioneel wordt de matrix genummerd,
naargelang het rasterpunt groeit.
Bij gravurediepdruk worden de rasterpunten meestal fysisch gevormd in
de drukplaats m.b.v. een trillende diamanten kop. Wij zullen dit proces simu-
leren aan de hand van een rastermatrix. Figuur C.4 toont hoe we binnen een
hexagonale roostercel een drempelmatrix opstellen die ons toelaat om 61 tinten
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weer te geven. Figuur C.5 geeft een beeld weer, waarvan de monsterwaarden















































Figuur C.3: Een mogelijke drempelmatrix die de rasterpunten uit figuur C.2 kan




51 35 21 42
54 28 15 11 23 44
59
57 37 25 17
40
34 22 9 4 13 30 47
3 7 18 31 52











Figuur C.4: Het principe van een drempelmatrix laat ons toe om een benadering van
de hexagonale roostercel op te vullen met een rasterpunt.
Figuur C.5: Een testbeeld waarbij de waarde lineair afneemt in horizontale richting,
toont duidelijk de tonale spreiding van de rasterpunten.
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C.2 Simulatie kleurendrukwerk
Bij kleurendrukwerk wordt elke separatie afzonderlijk gerasterd. Om inter-
separatiemoire´ zo veel mogelijk te vermijden, dienen de onderlinge hoeken
tussen de separaties nauwkeurig bepaald te worden [6, 46]. Daarom hebben
we voor onze experimenten een beroep gedaan op een professioneel software-
pakket dat vaak gebruik wordt in de grafische industrie [11]. Dit pakket laat
toe om een beeld af te drukken, waarbij men het raster zelf kan instellen. Het
nadeel is echter dat de gegenereerde PostScript-bestanden niet geschikt zijn
om geı¨ncludeerd te worden als figuren in dit werk. Daarom bespreken we hier
hoe we dit toch gerealiseerd hebben.
1. Allereerst slaan we de gerasterde beelden op in twee afzonderlijke
PostScript-bestanden: e´e´n voor de kleurseparaties (CMY) en e´e´n voor
de zwarte separatie (K).
2. We gebruiken een populaire PostScript-tolk in software [12] die in staat
is om elk van deze bestanden om te zetten naar een hoge-resolutiebitmap
in RGB, rekening houdend met de opgelegde rastering.
3. We lezen beide bitmaps in en combineren de beelddata, om een ruwe
CMYK-bitmap te bekomen. De kleurconversie van RGB naar CMYK is
bijzonder eenvoudig, aangezien enkel “volle” tinten worden gebruikt.
4. Met behulp van een conversieprogramma zetten we het bestand met
de ruwe CMYK-bitmap om naar een TIFF-bestand in de CMYK-
kleurenruimte.
5. Dit bestand openen we in het grafische softwarepakket [11] en we slaan
het vervolgens op als een gewoon EPS-bestand (Eng. Encapsulated Post-
Script) in CMYK.
6. Omdat het beeld in dit EPS-bestand enkel “volle” tinten gebruikt, is
additioneel rasteren overbodig. Daarom schakelen we de normale ras-
terprocedure uit, door volgende lijnen aan het EPS-bestand toe te voe-
gen: [6, 8–10]
50 0 fpop pop 0 1 exch subg
50 0 fpop pop 0 1 exch subg
50 0 fpop pop 0 1 exch subg
50 0 fpop pop 0 1 exch subg
setcolorscreen
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